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l.O INTRODUCTION

Ce rapport présente les travaux réalisés dans le cadre d'un des thèmes de recherche du projet de

Recherche et Développement Coopératif (RDC) de la Chaire en hydrologie statistique portant sur

l'analyse Bayésienne (numéro de dosseir CRDCJ 249429-0I). Ce projet comprenait quatre thèmes

principaux:

. La gestion des réseaux de mesure et la valeur de l'information

. La prévision hydrologique

. L'analyse de la probabilité des crues

. Les changements climatiques

Le présent rapport collige les résultats d'une étude liée au premier thème de recherche. Il s'agit

de développer et adapter des outils d'interpolation spatiale bayésienne permettant de caractériser

l'incertitude associée à une densité plus ou moins importante de stations de mesure de variables

hydro-climatiques servant d'intrants au modèle de prévision d'apports d'Hydro-Québec. Le

rapport comprend trois parties. Dans un premier temps (section 2), une brève description de

certaines approches de krigeage bayésien est donnée. Par la suite (section 3), une étude de cas,

traitant de l'application de la méthode du maximum d'entropie bayésien (< Bayesian Maximum

Entropy >, ou BME) est décrite. Cette étude de cas a pour objectif de démontrer la faisabilité de

l'adaptation de cette approche pour I'interpolation des mesures d'équivalent en eau de la neige

@.N.ry au sol en utilisant I'information provenant de covariables telles que l'altitude. La section

4 décrit ensuite l'impact de la dégradation du réseau sur la précision de l'interpolation.
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2.0 DESCRIPTION DES APPROCHES DE I(RIGEAGE BAYESIEN

Avant de décrire les approches de krigeage bayésien, il convient de rappeler les fondements

mathématiques du krigeage.

Soit une variable aléatoire X(p) représentée par une réalisation X(p) où p=(p*p,,...)est le

vecteur des coordonnées spatiales. Le premier moment de ce champ aléatoire est l'espérance

mathématique en un point E[ X(p)] et le second moment est défini comme la covariance entre une

paire p et p' (Kitanidis, 1993):

À(p,p ) = r{[xO) - Etx(p)]llxtp I - utx(p)]] (3)

Un semi-variograme peut être défrni en fonction de la distance h = lp, - p, I entre deux points du

domaine:

y(x,h)= r{lxfnl - x(p*n)]'] (4)

L'équation [4] peut être estimée à I'aide du semi-variogramme expérimental :

^ ] N

T(h): ,Nt?lz$)- t(P,') l '  (5)

où N est le nombre total de paires p et p' séparées par une distance h.

La valeur estimée de N(po), identifiée à un endroit spécifique p6 (où il n'y a pas de valeurs

mesurées), est donnée par l'équation de régression :

N

z@ù=Z4z@,)
l=l

Dans l'équation (6), ,la représente la pondération donnée à chaque estimation qui minimise la

variance. On peut alors définir un système d'équations linéaires :

S - r

L À,y(p, - p, ) + v = y(p, - po)

sous la contrainte :

(6)

(7)
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Zl, =r

où y est un multiplicateur de Lagrange. De plus, l'estimation de

peut être calculée (Kitanidis 1997):

(8)

la variance en chaque point (p6)

^  t r  . t 1oo' = El(to- x@))' l=-ZZ+t,r(llr,- n,ll)*zZ+r(llp,- p,ll)

Le krigeage est dit < simple > lorsque l'on considère la moyenne comme étant connue et

constante dans la zone d'étude (E[ X(p)] : ffi, constante, Yp e A,où I est le domaine

correspondant à la zone d'étude) . Il est considéré comme < ordinaire > lorsque cette condition

est relaxée et que m est considérée comme constante dans la voisinage et que sa valeur est

inconnue (Goovaerts, 1997).

Les méthodes non-bayésiennes de krigeage multivariables (Wackemagel et al., 2002;

Wackernagel 2003) permettent la prise en compte d'un ou plusieurs co-facteurs ou variables

auxiliaires associées à la variable d'intérêt. Il en existe deux types: la technique du co-krigeage

(Hevesi et al., 1992a,b, Sun et al., 2000) et celle du krigeage avec dérive externe (Hudson et

Wackernagel 1994; Wackernagel 2003). Ces deux techniques reposent sur des hypothèses

differentes. La technique du co-krigeage avec intégration du reliefa été déjà bien décrite et a été

appliquée avec succès par Caroll et Cressie (1996,1997) pour I'estimation de l'équivalent en eau

de la neige @Ery sur des petits bassins alpins. Dans le cas du krigeage avec dérive externe

appliqué par Tapsoba et al. (2003) pour l'estimation de l'ÉpN sur les bassins de la rivière

Gatineau, la variable auxiliaire ou co-facteur (altitude, température, etc..) est considérée comme

une deuxième variable aléatoire et est interprétée comme la dérive ou la tendance générale que

peut suivre le comportement de l'ÉEN sur le bassin versant. Soit :

Z(x)= rR(x)+ a+bV(x) tel que E(Z(x)): a+bV(x)

où a et b sont constantes, V(x)la variable auxiliaire (altitude), est connue à tous les næuds de la

grille d'interpolation mais variable etR(x) est supposé être un résidu intrinsèque de moyenne

E(R(x)):0. L'EEN est alors modélisé comme une variable non-stationnaire dont la moyenne
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non-constante est localement égale à une fonction linéaire du co-facteur considéré, la dite dérive

externe. Une fois la forme de la dérive définie, on ajuste un modèle de variogramme au résidu

R(x) sous-jacent inconnu. Cet ajustement se fait selon la théorie des fonctions aléatoires d'ordre ft

(Wackemagel2003). Cette approche revient à choisir le modèle de variogramme du résidu.

Ainsi parmi une liste a priori des modèles statistiquement cohérents et possibles, on retient le

modèle le plus adapté à la forme de la dérive et à la stationnarité sous-jacente des incréments du

résidu, selon des critères d'ajustements mathématiques. Les tests de validation croisée permettent

ensuite d'identifier le modèle de variogramme qui donne les résultats les plus satisfaisants. Le

principe de la validation croisée est le suivant : une donnée de l'ÉEN est retirée du jeu de données

initial et la valeur à l'endroit oir elle se trouvait est estimée à partir des données restantes et du

modèle testé. La donnée est remise dans le jeu de données et cette procédure est répétée pour

toutes les données de l'ÉEN. Cette procédure fournit des valeurs estimées aux points de mesure

pour comparaison avec les valeurs réelles observées. On peut donc contrôler statistiquement la

qualité de l'estimation résultant du modèle par le biais d'un mrage de corrélation entre les

données réelles et les valeurs estimées ou par l'analyse des erreurs commises.

Une fois le modèle de variogramme du résidu défini, on estime l'ÉEN Z. (x)à partir des

mesures voisines de l'ÉEN Z(x,)touten y intégrant la forme de la dérive :

Le fait de formuler I'estimateur en soustrayantla dérive revient à travailler dans le cadre de la

géostatistique intrinsèque. Sous les deux contraintes suivantes :

Hydro-Québec
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e{zçx,; - z. (x)}= s

rtar{zçxr\- z. (r)l est minimale

On développe un système linéaire d'équations à résoudre enterme ),, :

- * i) 
- 14 - ltrv(x,) = y ̂ (x, - xo)

Y i  =1 , . . . , n

où ,rz, et Fzsont les paramètres de Lagrange et y^le variogramme du résidu R. Le premier

membre du système contient la corrélation spatiale entre les points de mesure et le deuxième

membre la corrélation spatiale entre les points de mesure et le point à estimer. Les deux demières

équations, provenant de la contrainte de non-biais, permettent de filtrer la dérive dans la forme de

l'estimateur :

n
- * ,  s fZ"(xo)  =  L l ,Z (x , )

i=l

Les coefficients inconnus de la dérive, a et b, ne figurent ni dans la forme de I'estimateur ni dans

le système à résoudre. Ainsi les pondérateurs obtenus, qui respectent la forme de la dérive sans

jamais l'estimer explicitement, sont directement affectés aux données de l'ÉEN pour obtenir la

valeur estimée de l'ÉEN au næud de la srille.

Une autre catégorie d'outils, basés sur le formalisme bayésien, permet d'approcher le problème

de l'estimation et de I'interpolation spatiale sous la forme d'un modèle probabiliste qui quantifie

les incertitudes. De plus, l'approche bayésienne permet d'incorporer la connaissance a priori

dont on dispose qui ne provient pas des observations formant la série. Cette approche peut donc

Hydro-Québec
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permettre d'incorporer l'information physiographique du bassin versant qui peut influencer le

couvert nival et qui se prête moins bien au krigeage multivarié traditionnel. Deux approches sont

brièvement décrites dans les sections 2.1 et 2.2. Il s'agit d'une méthode de krigeage intitulée

< Bayesian Markov Updating > (BMU) et de l'approche bayésienne hiérarchique. Une troisième

approche, l'approche bayésienne d'entropie maximum (< Bayesian Maximum Entropy )), ou

BME) est décrite dans la section 2.3 et est utilisée dans l'étude de cas subséquente.

2.1 AppnocHr BMU (BavnsrlN Mlmov Urolrnc)

Cette méthode d'interpolation spatiale a été décrite par Zhu et Journel (1992) comme étant une

méthode de cokrigeage qui met l'emphase sur l'utilisation de la fonction de covariance qui existe

entre les valeurs des distributions a priori. On considère dans cette approche qu'il existe deux

types de données : 1) Les mesures physiques (< hard data >) prises à m points, correspondant à la

réalisation X(pi), i: 1,2,....m du champ de la variable aléatoire étudiée; et 2) des données

secondaires (< soft data >) sont disponibles à É points, incluant les z points déjà décrits : v(pj),

j:l,2,...m,mtI,....ftprovenant des mesures de covariables ou de mesures indirectes qui peuvent

être sous forme de variables nominatives, dichotomiques (indicateurs de présence/absence) ou

sous forme probabiliste.

Mathématiquement, les données secondaires peuvent être représentées ainsi (Deutsch et Journel,

ree8) :

l. Variable dichotomique: i(p,; I) =l siX(p") < x; i(p"; tr) = 0 V autre valeur;

2. fonction de distribution a priori conditionnelle aux valeurs des variables secondaires :

y(po, ,z)  =Prob{z@) < " l r (p , ;  e  [vr ,vr* ,1 ]  ;

3. une distribution a priori < globale > i.e. qui est commune à tous les points de mesure et qui

peut provenir de l'information des experts, de l'expérience passée, etc. :

F(X) = prob {Z@) < x\,Ypo e A

L'information est mise à jour par cokrigeage en fonction des distributions a priori provenant des

points avoisinants (Deutsch et Journel, 1998) :
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vr ob {r @ ) < xlv @ + n)l = 4$ ) F (ù *f 4@ "; z)i(p "; z) * f,  " '  (p ",, z) y(p ",, z) ( I  1 )

L'équation I I permet de combiner l'information provenant des trois < catégories > de distribution

a priori. Comme dans le cas du krigeage ordinaire, on retrouve un système d'équations de

régression multiple avec des coefficients de pondération pour chaque terme . lo est le poids

associé à la distribution globale a priori. Les Io sont les poids des n valeurs des variables

dichotomiques provenant des n points de mesure avoisinants. Les vo' sont les poids associés aux

n'valeurs probabilistes calculées à l'aide des données secondaires (y(p"')).

Pour chaque type de variables, la distribution spatiale des données secondaires peut être

modélisée à l'aide des matrices de variance/covariance qui sont fonction de la distribution inter-

station (h):C((h), CdG) et C((h). Dans le cas de l'approche Markov-Bayes, on simplifie ce

modèle en imposant l'hypothèse de Markov qui stipule que l'information provenant de la mesure

des données primaires en un point a préséance sur toute information secondaire (< soft data >).

De plus, on simplifie le modèle de variance/covariance en imposant les relations suivantes :

C,r(h,x) : B(x)Cr(h,x); Vh

Cr(h,x) :  82(x)Cr(h,x) ;  Vh > 0

(r2)

Les coefficients B(x) sont calculés comme étant la difference entre la moyenne des (y(p"')) pour

lesquelles la variable dichotomique I(p"') :1 et la moyenne des y(p"')) pour lesquelles la variable

dichotomique I(p"') :0. Ces coeffrcients ( B(x) e [-1,1] ) permeffent d'évaluer quantitativement si

la variable dichotomique permet de bien représenter les classes de la variable primaire en

fonction des variables secondaires. Si B(x) : 0, alors la variable secondaire n'ajoute aucune

information (Bardossy et Lehman, 1998).

La procédure BMU est entre autres disponible dans le logiciel GSLIB (Deutsch et Journel, 1998).

Dans le cadre de ce projet, des tentatives d'application de ce logiciel se sont butées à des

problèmes informatiques et I'approche a du être abandonnée.
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2.2 AppnocHE BAyÉsrENNE HrÉRARCHTeUE

Une autre approche étudiée dans le cadre de ce projet est l'utilisation de modèles bayésiens

hiérarchiques. Ces modèles sont particulièrement adaptés à l'analyse de données ayant différent

niveaux d'agrégation (Berliner et al. 1998) et ont été utilisés dans le cadre d'analyses spatiales

(e.g. Ecker et Gelfand, 2003; Banerjee et al. 2004). L'avantage de l'approche bayésienne est la

prise en compte efficace de l'incertitude et son aptitude à incorporer des informations

hétérogènes, tout en se prêtant naturellement aux problèmes comportant des données manquantes.

Un modèle bayésien est dit hiérarchique s'il est constitué de n sous modèles (ou niveaux)

successifs, chacun étant conditionnel aux paramètres des suivants. Quoique non absolument

nécessaire, la structure hiérarchique facilite la conception et permet une prise en compte plus

facile de la connaissance qu'on a de la physique du phénomène (Wikle et Royle 2002). La

modélisation bayésienne hiérarchique (MBH) est une approche générale et il n'y a pas en

principe de restriction aux types de problèmes qu'elle peut traiter. Cependant, certains types

d'application s'y prêtent plus aisément soit du fait de la structure des données, soit parce qu'il

existe dans la littérature une solution connue et relativement simple utilisant la MBH. Ces

peuvent se regrouper en cinq catégories :

o Les données ont une structure naturellement hiérarchique comme par exemple dans une

étude sur probabilité d'infection de bestiaux dans des troupeaux eux même localisés dans

des régions (Suess etal.2002).

o Il est parfois nécessaire de combiner l'information de plusieurs études du même

phénomène mais dans des contextes différents, pour tirer des conclusions plus précises

que celles auxquelles on aurait abouti en utilisant une seule des études. Un exemple

courant est l'étude de I'effet d'un traitement sur plusieurs groupes de patients (eg.

Tweedie et al. 1994).

r Dans certaines études, les individus sont choisis aléatoirement, puis suivis au pendant un

certain temps. On dispose alors pour chaque individu de plusieurs observations à

différents moments (e.g. Carlin, 1996; Cohen et al. 1998).
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. Lorsqu'on veut estimer les densités de plusieurs sous populations homogènes présentes

dans l'échantillon, on utilise une structure hiérarchique avec des variables latentes

représentant chacune des sous populations (e.g. Robert 1996).

o la MHB peut également être utilisée pour traiter le problème de la sélection de modèles

par le biais des facteurs de Bayes (e.g. Kaas et Raftery, 1995).

De manière générale, on peut caractériser l'aspect du phénomène décrit au niveau i par par le

vecteur de paramètres 9i. Il s'agira de spécifier pour chaque niveau i la distribution conditionnelle

du paramètre I sachant ei*1,0,*2,...,0n. La spécification de 0n permet d'intégrer la connaissance

qu'on a à priori sur la distribution des paramètres. On suppose en général que les éléments de fl

suivent une loi dont les paramètres sont appelés hyperparamètres.. Les hyperparamètres peuvent

aussi être caractérisés par un modèle paramétrique. Ainsi, de manière générale, on a un vecteur

de paramètres @:(01,02,03,....0,) dont la densité de probabilité conjointe est le produit des

densités de probabilité conditionnelles :

(1 3)

Il existe plusieurs représentations des champs spatiaux aléatoires qui se prêtent à la mise en

æuvre d'une approche bayésienne hiérarchique. Une approche relativement populaire consiste à

traiter la variable aléatoire comme une représentation d'un processus spatial gaussien de moyenne

p(p) et avec une fonction de covariance C. (<Gaussian Random Processes )), e.g. Ecker and

Gelfand 2003). La structure de covariance est souvent simplement défltnie en fonction de la

distance entre les points (covariogramme) qui peut suivre différents modèles (e.g. exponentiel

décroissant, sphérique, gaussien, etc.).

Les champs de Markov aléatoires (< Markov Random Fields >) sont quant à eux utilisés pour

décrire un champ dont la réalisation correspond à des données discrètes. La distribution de cette

variable est définie par un voisinage restreint de points.

,f (@) = _f (e,1 e, e3, ...0 n) f (erle, e o, ...0,),...., f (e,1 0, *r, e, *r,...e,)

A titre d'exemple un modèle hiérarchique est

mixed models > ou LMM; Banerjee eta1.,2004)

X(p): p(p)+ w(p)+e(p)

l'approche linéaire mixte (< Lineardécrit pour

(14)
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où p(p) est la moyenne, w(p) correspond à la réalisation d'un champ gaussien aléatoire avec une

moyenne nulle et e(p) est le terme représentant le bruit non corrélé spatialement.

Le modèle paramétrique proposé pour p(p) peut être relativement simple :

p(p) = v'(pùP

où y est une variable explicative (co-variable).

Quant aux deux autres termes, il peuvent être fonctions des paramètres de

est associée. Ainsi, on peut obtenir le modèle hiérarchique suivant :

P@l@ - N(y'@)B +Hw,c")

w - N(0, C,)

c,:  f i r*(dr,0)

où Ht i :  l ,  e t  Hr j :0  ;

(13)

la distribution qui leur

(14)

(1s)

(16)

c* et c" sont les matrices de variance/covariance des paramètres w et e ;

ê estla variance d'un processus gaussien aléatoire (constante) ;

r* est la corrélation entre les valeurs de x et qui est fonction de la distance, selon un des modèles

de corrélogramme connus (exponentiel, sphérique, gaussien, quadratique, etc.) avec paramètres d.

On peut alors définir une distribution a priori appropriée pour les paramètres du premier niveau et

résoudre le système d'équations intégrales par les méthodes numériques connues

(Échantillonneur de Gibbs, etc.).

L'approche Bayésienne hiérarchique a été appliquée dans le cadre de ce projet pour deux cas : Un

relevé de neige ayant été effectués au mois de mars 1994 et un second en mars 1995. Les

mesures d'équivalent en eau de la neige étaient signif,rcativement corrélées avec l'altitude (co-

variable) en 1994, mais pas en 1995. Les résultats de ces travaux sont présentés par Seidou et al.

(en prép.).
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2.3 l' lppnocHn BME (B.o.vnsu,N Mlxrnnuivr E Nrnorv)

L'approche bayésienne qui a été utilisée dans le cadre de ce projet est la méthode bayésienne du

maximum d'entropie (BME). Comme l'approche BMU, cette méthode permet la prise en compte

de variables secondaires (probabilistes, dichotomiques ou nominatives) et du lien entre ces

variables secondaires et la variable à exprimer. L'approche a été décrite en détails par Christakos

(1990), et Christakos et al. (2002). Des applications récentes de cette méthode en hydrogéologie

ont été réalisées par Serre et Christakos (1999) et Serre et al. (2003). L'analyse avec BME se

résume ainsi :

Soit 4 : X(p,), une variable aléatoire de la fonction X(p) au point pi, i:l',..,m. Le vecteur

I :16,12,...I*l' est la réalisation de X(p). On veut estimer les valeurs de X(p) aux k-m points

Pm+l , . . . ,  Pk .

On dénote l'information incertaine connue par X44u:[xr,xz,...x-]r

On veut l'estimation des valeurs de X(p) aux points x-uo:[x1,x2,...X-,.., xr]r .X-up contient les

réalisations des points de mesure X6a6 et les points à estimer Xr--

On peut définir une fonction de distribution conjointe (ou multivariée) :

F,(X): Plx, < It,xz 3 12,....,x^ 3 I*f. Cette fonction est souvent inconnue a priori.

On peut en estimer certains moments à partir de l'information générale et des données mesurées

(e.g. moment d'ordre I peut être estimé par moyenne, moment d'ordre 2 par la covariance).

Dans le formalisme BME ces moments appartiennent à G : la connaissance générale a priori.

o :
è a ! d r ̂ "0 g " Q.,) -fo ( r ̂ ,0) (1  8)

La fonction gapennet d'estimer les differents moments e.g. moment d'ordre q: g": Il

l l Hydro-Québec
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On a aussi de l'information spécifique: S. Par exemple, les mesures aux points i =1,...,m sont

incluses dans le Xcertain (oit Plx"",,o,n= l""ro,,l:l). On peut aussi avoir des données plus floues,

4.
sous forme d'intervalles ou de mesures probabilistes (Xnou oit P(x,ou < €) = 

I dxr,,f (xn"))

On cherche donc à estimer X(p) au kiè'" point pp à partir de I'information contenue dans G u S.

L'étape a priori consiste à maximiser l'information générale, i.e. maximiser l'entropie de la

fonction de distribution conjointe fr(l*,) modifiée pour inclure les multiplicateurs de

Lagrange:

On peut maximiser cette < entropie modifiée >. Le résultat est donné par la fonction (Serre et

Christakos. 1999) :

l- ru" I
.fo(I,"): Zt expl\lt"E"(I.,o) | $tio. associée aux connaissances générales). (20)

L"=r I

t ,  [ v '  I
où: Z = 

)dZ."o"*plLp"So(l.oo) | est la constante de normalisation.
L"=r I

On peut alors résoudre le système d'équations et trouver les coefficients de Lagrange (p") qui

maximisent I'entropie.

On obtient ainsi la forme analytique exacte de la fonction de densitéfç. Cette fonction est ensuite

mise à jour (étape bayésienne) :

-f*Q) = At IF,(trn")"foA^,0) (distribution a posteriori)

où A est la constante de normalisation : O= Ir,(rn,)-fo(I0",,) .

(1e)

(2r)
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Ayant obtenu/1(1p), on peut sélectionner I'estimateu. Î1p1) (moyenne, mode, médiane etc.) qui

nous intéresse. On peut aussi obtenir une évaluation de l'incertitude (e.g. variance, intervalle de

confiance, etc.).
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3.0 ÉTUDE DE cAS : KRTGEAGE BME DES ÉeurvLLnNTs EN EAU :
BASSIN VERSANT DE LA GATINEAU.

3.1 ConrpLRArsoN DE L'AppRocHE BME ET DU KRTcEAGE oRDINATRE

Hydro-Québec échantillonne le couvert nival sur le ba'ssin versant de la rivière Gatineau depuis

plusieurs années. Les données d'équivalent en eau ainsi récoltées servent à la mise à jour du

stock de neige dans le modèle de prévision avant la crue. La densité de stations de mesure varie

sur une base interannuelle et intra-annuelle selon les conditions sur le terrain (accessibilité des

sites, rapidité de la fonte, etc.). Le tableau I donne un bref aperçu de cette variabilité en faisant

état du nombre de stations échantillonnées pour les suivis utilisés dans le cadre de cette étude.

Étant donné cette variabilité dans la densité du réseau de stations de mesure, la précision des

méthodes traditionnelles d'interpolation spatiale (e.g. krigeage simple ou ordinaire) peut être très

variable d'une période à l'autre. Pour pallier cette lacune, Hydro-Québec a suggéré l'utilisation

de covariables corrélées avec la variable primaire (équivalent en eau de la neige). Une de ces co-

variables, pour laquelle les données sont accessibles pour le bassin versant de la rivière Gatineau,

est l'altitude.
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Tableau 1. Nombre de stations de mesure du couvert nival lors des campagnes
d'échantillonnage sélectionnées pour l'étude sur le bassin versanl de la rivière Gatineau.

Date Nombre de points Coefficient de corrélation entre

l'équivalent en neige et I'altitude

mi-mars 1979

mi-mars 1980

mi-mars 1984

mi-mars 1985

mi-mars 1986

mi-mars 1987

mi-mars 1994

avr l l1972

avril 1978

avrrl 1979

avrll 1982

avril 1983

avril 1985

avril l99t

avril1992

avrrl1994

avûl 1997

22

2 l

25

ZJ

25

z)

22

9

2 l

t 7

Z J

t 6

27

1 0

25

22

24

0.s3

0.83

0.46

0.81

0.81

0.55

0.77

0.77

0.80

0.60

0.68

0.79

0.s3

0.73

0.64

0.76

0.65

L'étude de cas a donc été réalisée en utilisant

d'équivalent en eau sur le bassin versant de la

contenue dans les mesures ponctuelles prises lors

contenue dans la relation neige-altitude telle que

entre ces deux variables.

l'approche BME pour interpoler les données

Gatineau en utilisant I'information spécifique

de l'échantillonnage et l'information générale

décrite par la matrice de variance/covariance
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Selon le formalisme de l'approche BME, la fonction de distribution conjointe fo(X-,)de

l'information générale associée aux m points de mesure d'équivalent en eau et aux ft points

supplémentaires de mesures d'altitude a été établie par l'estimation de certains moments go à

chacun de ces points. Pour ce faire, il faillait établir une relation générale entre les mesures des

équivalents en eau et l'altitude, sans utiliser les valeurs de l'échantillon qui sert à définir

I'information spécifique -Fr. Une régression linéaire entre les équivalents en eau et l'altitude a été

établie pour deux périodes distinctes (mi-mars et avril). Pour la période correspondant aux

échantillonnages fait vers la mi-mars, 354 points de mesures étaient disponibles entre 1939 et

1999 (figure 1). Pour la période d'avril, 841 observations prises entre 1951 et 1997 ont servi à

établir la régression (figure 2). Les coefficients de corrélation (r) sont similaires pour les deux

périodes (0,43 pour mars et 0,42 pour avril).

Pour le mois de mars, la relation entre l'équivalent en eau (Eau) et l'altitude (alt) est exprimée

par (F,: j52:78,19; p<0,0001) :

Eau =0,0182* alt +11,66 (23)

où Eau est l'équivalent en eau (mm) et alt est l'altitude en mètres.

Pour avril, l'équation de régression est (-F,-a;e:175,85; p<0,0001) :

Eau =0,0327 * alt +1,33 (22)

Les équations (22) et (23) ont ensuite servi à générer les estimations d'équivalent en eau pour les

frpoints de la grille d'interpolation. De plus, la variance de l'erreur associée à la régression a été

utilisée comme estimateur du moment d'ordre 2 à chacun des points de la grille d'interpolation.

Les équations 19 à 2l ont ensuite été utilisées pour calculer la distribution a posteriori "frQ) .
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À titre d'exemple, la figure 3 montre les

figure 4 compare les résultats obtenus

l'interpolation des équivalents en eau.

mesures d'équivalent en eau prises en mars 1984. La

par krigeage ordinaire et par l'approche BME pour

30.000

25.000

20.000

15.000

10.000

5.000

.0

-77.00 -76.50 -76.00 -75.50 -74.50 -74.00

Figure 3. Mesures ponctuelles d'équivalent en eau de la neige (mm) sur le bassin versant de la
Gatineau, mi-mars 1984.
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Figure 4. Comparaison de I'approche BME et du krigeage ordinaire, mi-mnrs 1984.

Un examen de la figure 4 permet de constater que I'approche BME donne des résultats plus

réalistes. Dans le secteur nord-est, secteur où l'altitude est la plus élevée (> 400 m), cela se

traduit entre autres par des valeurs d'équivalents en eau interpolées qui sont plus proches de

valeurs mesurées (entre 20 et 25 mm) que celles obtenues par krigeage ordinaire (>25 mm). On

peut aussi voir dans cette même figure que I'utilisation de l'approche BME permet de réduire

l'écart-type de krigeage, spécialement dans la périphérie de la zone d'étude, loin des points de

mesure.
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En avril, le nombre de points où on mesure

souvent plus faible qu'en mars. Par exemple,

était supérieure à 22 mm (figure 5).

encore un épais couvert de neige est évidemment

une seule des mesures prises vers la fin avril 1994

47.00

30.000

25.000

20.000

15.000

10.000

5.000

.0

45.50

4s.00
-77.00 -76.50 -76.00 -75.50 -75.00 -74.50 -74.00

Figure 5. Mesures ponctuelles d'équivalent en eau de Ia neige (mm) sur le bassin versont de la
Gatineau, fïn avril I 994.

La comparaison du krigeage ordinaire et de l'approche BME pour l'interpolation des mesures

d'équivalent en eau en avril 1994 (figure 6) montre encore une fois que cette dernière méthode

semble plus à même de reproduire la variation spatiale de l'épaisseur du couvert nival sur la zone

d'étude. Avec le krigeage ordinaire, les valeurs d'équivalent en eau supérieures à 5 mm sont

limitées à la portion nord de la zone d'étude, (latitude > 47" dans la plupart des cas).
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La méthode BME permet de mieux représenter les équivalents en eau de la partie centrale de la

zone d'étude, dans laquelle des mesures d'équivalent en eau supérieures à 5 mm ont été

enregistrées à des latitudes inférieures à46.75". De plus, l'écart-type est encore une fois moins

important avec l'approche BME, spécialement sur le pourtour de la zone d'étude, où on observe

des écarts-types de l'ordre 4 mm et plus lorsque l'interpolation est faite par krigeage ordinaire,

alors qu'elle est de l'ordre de 2 mm avec l'approche BME.

Des résultats similaires ont été obtenus pour six autres suivis faits à la mi-mars entre 1979 et

1994, de même que pour huit autres suivis faits en avril entre 1972 et 1997 (voir annexe).
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3.2. ANIT,ySE DE L,IMPACT DE LA DENSITÉ DU RÉSEAU DE MESURES

Les campagnes de mesures du couvert nival peuvent être plus ou moins intensives selon les

conditions climatiques et l'accessibilité des sites de mesure. Dans ce contexte, il convient

d'étudier I'impact de la densité des points de mesure d'équivalent en eau sur l'incertitude

associée à I'interpolation et, par conséquent, de tester la robustesse de l'approche BME en

comparaison avec le krigeage ordinaire pour un réseau plus ou moins dense de stations de

mesure.

Pour ce faire, l'interpolation des équivalents en eau a été reprise pour certains suivis en dégradant

progressivement le réseau. Par exemple, on peut comparer les résultats du krigeage avec les deux

approches pour le suivi d'avril1979, pour différents scénarios de densité de station correspondant

à environ 76% (i.e l3 des l7 points originaux, figure 7) 53% (i.e 9 des l7 points originaux, figure

8) et29oÂ (i.e 5 des l7 points originaux, figure 9) du réseau initial.
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Figure 7. Comparaison de I'approche BME et du krigeage ordinaire pour un réseau dégradé
(13 des 17 points de mesure), avril 1979.
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ll faut noter que les covariogrames expérimentaux n'ont pu être tracés lorsque le nombre de

points est trop faible (e.g. figure 9). Dans ces cas, on fait I'hypothèse que la structure de

variance/covariance estimée le modèle de covariance ajusté préalablement pour un réseau plus

dense est conservé. Afin de permettre une analyse comparative quantitative, le taux

d'augmentation de l'écart-type associé à la dégradation du réseau a été calculé. Ainsi, la figure

10 montre le taux d'augmentation de l'écart-type lorsque le réseau perd 4 points de mesure (perte

de 24%). L'augmentation de l'écart-type est généralement plus importante avec le krigeage

ordinaire qu'avec l'approche BME. Un examen de la figure 10 permet de constater que le taux

d'augmentation de l'écart-type est fréquemment supérieur à 20oÂ dans la moitié ouest de la zone

d'étude et atteint même plus de 75 Yo dans une partie de cette zone.

incÉârèd de ol' - " : " ' - -dandld d.vition lT:ryî"L

: i
: :

inëÈasèd dê ol çfidrrd d.yition tor EME

77 -7û.6 .?E -?5.5 -75 ,74.5 -11

Figure 10. Comparaison du taux de changement de l'écart-type des équivalents en eau associé
à une diminutïon du nombre de points (de I7 à 13) pour le suïvi d'avril 1979.
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L'augmentation de l'écart-type associé à la dégradation du réseau ne dépasse jamais 50oÂ avec

l'approche BME et elle est plus fréquemment inférieure à 20% avec cette méthode qu'avec le

krigeage ordinaire.

La comparaison du changement des écarts-types associés à une plus grande dégradation du réseau

(e.g. de 13 à 9 points) est présentée à la figure 11 pour cette même période (avril 1979). Cette

comparaison confirme la plus grande robustesse de l'approche BME. En effet, l'augmentation de

l'écart-type est supérieure à 20oÂ pour presque toute la zone d'étude dans le cas du krigeage

ordinaire. Dans le cas de l'approche BME, la dégradation du réseau produit une augmentation de

l'écart-type généralement inférieure à l0%o pour la moitié sud de la zone d'étude. Le taux

d'augmentation de l'écart-type pour la moitié nord est aussi généralement inférieur dans le cas de

l'approche BME pour la moitié nord.

incÈrsed dê ol dàndard devidion lor ordintry lÏiginÉ incRaiêd de ot slndàrd dêvinion lff 9ME

75.5 -75 -?4.5 -74

Figure 11. Comparaison du taux de changement de I'écart-type des équivalents en eau
associé ù une diminution du nombre de points (de 13 à 9) pour le suivi d'avril 1979.
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D'autres comparaisons de l'effet de la dégradation du réseau sur I'incertitude (écart-type) sont

données en annexe et ont produit des résultats similaires.
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CONCLUSION

Le présent rapport synthétise les travaux préliminaires réalisés afin de tester le potentiel de

méthodes géostatistiques bayésiennes pour l'étude de I'adéquation d'un réseau de stations de

mesure. L'approche bayésienne d'entropie maximum (BME) a pu être utilisée afin de comparer

différentes configurations de réseau, tout en mettant à profit la relation existante entre la variable

principale mesurée (équivalent en eau de la neige, ou ÉEtrrt; et une variable secondaire disponible

sur tous les points de grille (l'altitude). La méthode BME offre fournit aux utilisateurs une

mesure probabiliste (i.e. une distribution statistique) de la variable estimée à chaque point de

grille. Cette mesure probabiliste offre la possibilité de produire une comparaison complète des

configurations de réseau. Ainsi, le gestionnaire peut non seulement comparer les estimations des

moments d'ordre I aux différents points de grille, mais la comparaison peut aussi inclure des

moments d'ordre plus élevés. Dans le présent rapport, le taux d'augmentation (ou de diminution)

de l'écart-type a été suggéré comme barème de comparaison. Cette réference statistique n'est pas

la seule possible avec I'approche BME. D'autres statistiques comparatives pourraient être

utilisées par les gestionnaires pour établir un réseau qui soit le optimal en fonction des extrêmes

mesurés, par exemple. L'approche BME semble donc offrir un potentiel important pour les

gestionnaires de réseau.
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ANNEXE A: COMPARAISON DE UAPPROCHE BME ET KRIGEAGE
ORIDINAIRE
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Figure 41. Comparaison de I'approche BME et du krigeage ordinaire, mi-mors 1979.
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ANNEXE B. COMPARAISON DE UEVOLUTION
SELON LA DÉGRADATION DU NÉSNA.U UN

DE L'ÉCART-TYPE
STATIONS DE MESURE

Figure 81. Taux de changement de l'écart-type pour le krigeoge ordinaire et I'approche BME

Iorsqu'on passe d'un réseau de 9 stations ù 7 stations de mesure, avril 1972.

Figure 82. Toux de changement de l'écart-type pour Ie krigeage ordinaire et I'approche BME

lorsqu'on passe d'un réseau de 7 stations à 5 stations de mesure, avril 1972.
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Figure Ë.3. Taux de changement de I'écart-type pour le krigeage ordinoire et I'approche BME

lorsqu'on passe d'un réseuu de 25 stations à 19 stations de mesure, mars 1984.

Figure 84. Taux de changement de l'écart-type pour Ie krigeage ordinaire et I'approche BME

lorsqu'on passe d'un réseau de 19 stations à 13 stutions de mesure, mars 1984.
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Figure 85. Taux de changement de l'écart-type pour Ie krigeage ordinaire et I'opproche BME

lorsqu'on passe d'un réseau de 13 stations ù 7 stotions de mesure, mars 1984.
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Figure 6 Taux de changement de l'écart-type pour le krigeage ordinaire et I'approche BME

lorsqu'on passe d'un réseau de 23 stations à 17 stutions de mesure, mars 1987.
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Figure 87. Taux de changement de I'écart-type pour le krigeage ordinaire et I'approche BME

lorsqu'on passe d'un réseau de 17 stations ù 11 stations de mesure, mars 1987.

Figure 8B8. Taux de changement de I'écarhtype pour Ie krigeoge ordinaire et I'approche BME

Iorsqu'on passe d'un réseau de I1 stations à 5 stations de mesure, mars 1987.
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Figure 89. Taux de changement de l'écart-type pour le krigeage ordinaire et I'approche BME

lorsqu'on passe d'un réseau de 9 stations à 7 stations de mesure, avril 1972.

Figure 810. Taux de changement de l'écort-type pour le krigeage ordinaire et l'approche BME

lorsqu'on passe d'un réseau de 7 stations à 5 stations de mesure, avril 1972.
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