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Les inégalités économiques font partie de I’économie publique et du domaine de
la justice sociale. Pour apprécier I’efficacité d’un principe de justice sociale
(commutative, distributive, locale, etc.), les mesures d’inégalité apparaissent comme un
outil privilégié puisqu’il est possible de les utiliser avant et aprés ’application d’une
mesure de justice sociale (ou de politique économique redistributive). Les indicateurs
d’inégalité forment donc un préalable aux prises de décisions publiques concernant les
politiques socio-économiques.

Cet article s’intéresse uniquement aux aspects concernant les mesures de
I’inégalité du revenu. Cette partie de 1’économie publique est issue de la théorie de la
répartition du revenu qui comprend deux parties distinctes: la répartition
fonctionnelle du revenu et la répartition personnelle du revenu.'

La répartition fonctionnelle du revenu étudie la formation des prix, le rdle des
facteurs de production dans la production totale et I’allocation du revenu aux
propriétaires de chaque catégorie de facteurs. Elle permet donc de déterminer la part du
revenu national imputée a chaque catégorie de facteurs de production.

La répartition personnelle du revenu analyse la répartition du revenu total entre les
unités économiques (famille, ménage, individus, etc.). Cet axe de recherche se focalise
aussi sur les sources de revenu de chaque entité, telles que la masse du salaire ou la
masse du profit. Ce domaine repose sur la propriété privée des ressources initiales.

La démarche que nous adoptons appartient au domaine de la répartition
personnelle du revenu. Plus précisément, il s’agit de I’approche par les indices de
mesure des inégalités, notamment impulsée par les travaux de Kolm (1966), Atkinson
(1970) et Sen (1973). Ce domaine s’attache a mesurer ’intensité des inégalités de
revenu entre les individus d’une méme population afin de savoir si ces disparités sont
jugées importantes ou non. La valeur de I’indice indique donc le caractére égalitaire ou
inégalitaire de la répartition des revenus.

L’approche par les indices est différente de celle par les modeles de distributions
de revenu, qui tente a partir d’estimation économique de s’adapter aux revenus
observés. L’approche par les distributions autorise 1’évaluation des inégalités en
interprétant ’intensité et 1’évolution des parameétres d’un modele estimé. Il s’agit
d’estimations paramétriques des disparités de revenu. En ce domaine, Pareto (1896) fait

figure de précurseur : il est I’'un des premiers a s’étre intéressé a la modélisation de la

% Ces deux types de répartitions ne sont pas totalement cloisonnés. Confer les travaux de Dagum (1999)
sur le lien qui prévaut entre la répartition personnelle et la répartition fonctionnelle du revenu.
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répartition personnelle du revenu. On recense par la suite les modeles de
Champernowne (1952) ou encore de Singh et Maddala (1976). Les modéles de C.
Dagum (1977) constituent de nos jours les modeles les plus robustes dont la
spécification, issue des travaux de Pareto, revét une cohérence a la fois économique et
économétrique.

De plus en plus, ces méthodes paramétriques ont été accompagnées d’estimations
non paramétriques portant sur les indices d’inégalité. Ces indices, simples
d’interprétation, car souvent compris entre zéro et un, autorisent des comparaisons inter
populations. L’estimation par les indices permet d’expliquer la totalité des inégalités de
revenu observées, sans perte d’information. Il est cependant nécessaire de vérifier les
différentes propriétés qu’ils intégrent.

La décomposition en sous-groupes des indices d’inégalité est une propriété
fondamentale. Les décompositions des mesures d’inégalité du revenu offrent des
possibilités de comparaison intéressantes. Elles permettent de cibler les groupes qui
tendent a accroitre les inégalités d’une société. Cependant, toutes les mesures
d’inégalité ne sont pas munies de cette propriété. Les fondements méme de cette
décomposition reposent sur des aspects mathématiques précis, comme la séparabilité
additive d’une fonction ce qui nous conduit a étudier les propriétés issues des mesures
décomposées, et en particulier celles du coefficient de Gini (1) avant de recenser de

maniére non exhaustive ses principales décompositions (2).

l. la mesure des inégalités de revenu :

1.1. Les mesures de Gini et de I’entropie :

1.1.1. Le coefficient de Gini :

L’indice de Gini (1921) se calcule a partir de la courbe de Lorenz (1905) qui relie
les proportions cumulées de la population en classes (centiles, déciles, ...) avec les
pourcentages cumulés des revenus correspondants. Il représente deux fois 1’aire
contenue entre la premiere bissectrice et la courbe de Lorenz et il est compris dans
I’intervalle [0,1]. Il mesure les inégalités de répartition de revenu et la concentration
d’une distribution. Plus I’indice tend vers 1, plus la répartition des revenus est

inégalitaire et la concentration forte. En revanche, si I’indicateur est égal a 0, la
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répartition des revenus est égalitaire et la concentration faible. L’indice de Gini
représente aussi (en le multipliant par deux et par la moyenne de la distribution) 1’écart
de revenu espéré entre deux individus tirés au hasard dans une population (avec remise)

[confer Pyatt (1976), p. 244].

Figure 1 : Le coefficient de Gini

La Bissectrice

% cumulé des
revenus La Courbe de Lorenz

0 % cumulé de la 1
population

Propriétés :

L’indicateur de Gini respecte le principe de normalisation. Cette propriété autorise la
comparaison des indices dans le temps et entre des groupes différents. L indice permet
d’étudier I’impact des transferts de revenu, notamment des riches vers les pauvres. La
structure de I’indicateur de Gini est, par conséquent, liée aux politiques de redistribution
qu’il est possible d’effectuer au sein d’une population afin de parvenir a un meilleur
niveau d’équité.

Avantages et Inconvénients :

La mesure de Gini étant comprise entre 0 et 1, il existe une infinité de distributions de
revenu différentes pour lesquelles 1’indice posséde la méme valeur. Ainsi, pour deux
populations différentes, on peut estimer un indice identique. Pour remédier a ce
probléme, on analyse la structure des courbes de Lorenz, notamment leur forme, par la
méthode des coudes, afin de distinguer des différences au niveau des groupes riches, des
groupes pauvres, et de la classe moyenne [cf. Mesnard (1997)]. La modélisation des

distributions de revenu par les modeles de Dagum (1977) permet la comparaison de
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deux distributions, méme si les courbes de Lorenz sont sécantes, car les paramétres du
modele (1 parametre d’échelle, 1 parameétre d’inégalité, et 2 parametres d’égalité) sont
uniques pour chaque courbe et les indices de Gini peuvent étre interprétés ; d’ou la
relation biunivoque entre les courbes de Lorenz et les modeles de Dagum.

L’indicateur de Gini posséde donc des propriétés intéressantes. Des applications
se sont méme développées, en dehors de la mesure des inégalités de revenu, puisqu’il
peut servir a apprécier les disparités dans d’autres domaines, comme la santé ou la
malnutrition [voir Wagstaff (2003)] et de maniére plus générale au sein de 1’économie

du développement.
1.1.2. L’approche de Theil (1967) et la mesure de I’entropie généralisée :

La mesure de I’entropie généralisée, dérivée des mesures thermodynamiques de
I’entropie, provient des travaux de Theil (1967). Il déduit un indicateur d’inégalité en
s’appuyant sur la théorie de I'information. On considére un espace ou chaque
événement est associ¢ a une certaine probabilité. Une fonction d’information f
permettant de mesurer la probabilité de ces événements est construite sur la base de trois
axiomes [confer Cowell (2000)].

(7) Si ’événement est certain, la probabilité est égale a 1 (p = 1). Dans ce cas la
fonction d’information est nulle [f{1) = 0] car I’événement ne donne aucune
information.

(if) Les fortes probabilités ont des faibles valeurs : p > p; = f(p) < A(p1).

(iii) La valeur de I’information issue de deux événements indépendants est la
somme des valeurs d’information de chaque événement : f(pp) = f(p) + f(p1).

La forme fonctionnelle de ce soubassement axiomatique peut étre définie par la
fonction logarithmique qui satisfait ces propriétés: f(p) = -log(p). L’entropie est
I’information espérée dans une distribution.’ Elle mesure aussi le désordre d’un systéme
thermodynamique. En reliant le concept de désordre au concept d’inégalité et en
remplacant les probabilités par les parts de revenu, Theil introduit sa propre mesure
d’inégalité :

S = L3 oo i
i Oy

% Confer les travaux de Foster (1983) pour une caractérisation de 1’indicateur de Theil et les travaux de
Hart (1970) sur les différentes mesures de I’entropie.
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ou x; est le revenu de I’individu i, et 4 la moyenne de la distribution (composée de n

individus). Cet indicateur appartient a la classe de I’entropie généralisée définie par :

_ 2l )1
Sc_gincc—l ,Ve#0,1,

ou le paramétre ¢ € ]-oo0,+oo[ mesure la sensibilité de 1’indice par rapport aux différentes
parties de la distribution. Des indices sensibles aux changements dans les hauts revenus
(partie supérieure de la distribution) ont des paramétres positifs et €levés. Des
parameétres négatifs renvoient a des indicateurs sensibles aux changements dans la partie
inférieure de la distribution. Si ¢ = 1, on atteint en limite la mesure de Theil (S;). Si ¢ =

0, on obtient 1’écart moyen des logarithmes (représenté par le sigle MLD ou par Sy):

— 100t
So = n,-gllogxi'

Si ¢ =2, I’entropie généralisée se définit comme la moitié du coefficient de variation au

carré (S,) :

2
S2 = 20#2 = %Vz(x),

ou oest I’écart-type et V'le coefficient de variation : o/ u.

Les mesures d’inégalité de Gini et celles issues de I’entropie sont les mesures les
plus connues et les plus utilisées. Ces indicateurs possédent des propriétés spécifiques.
C’est pourquoti, il est nécessaire de faire appel aux différentes approches de I’économie
des inégalités pour évaluer les implications socio-économiques de ces différentes

propriétés, étape nécessaire avant de s’intéresser a la décomposition de la mesure.

1.2. Les différentes approches des mesures d’inégalité :

L’économie des inégalités réunit trois approches : 1’approche positive, I’approche
normative et I’approche axiomatique.' L’approche positive, « ce qui est», permet
I’évaluation empirique des disparités. Le domaine normatif montre qu’il existe des
relations entre les fonctions de bien-étre social et les mesures d’inégalité du revenu.
L’approche axiomatique tente de répertorier, comparer, et généraliser certaines classes

de mesures d’inégalité.

3 Pour plus d’explications sur I’entropie et les mesures dérivées, confer Hart (1970) et Dagum (1997b).
* 11 est possible de rajouter a ces trois approches : I’approche expérimentale et I’approche subjective.
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1.2.1. L’approche axiomatique :

L’approche axiomatique des mesures d’inégalité s’est notamment développée
sous I’impulsion des travaux de Dalton (1920), Kolm (1976a, 1976b), Shorrocks (1980)
et Chakravarty (1999)°. Elle se base sur la formulation de propriétés mathématiques
permettant d’avoir un ensemble d’indices pour établir des choix entre les distributions
de revenu deux a deux®. L’analyse axiomatique constitue un moyen de sélection des
mesures d’inégalité. On retiendra les indices possédant un maximum de propriétés tout
en vérifiant la compatibilité de ces principes entre eux.

Enfin, cette approche permet d’établir de nouvelles classes de mesures en
synthétisant plusieurs axiomes. Par exemple, la classe des indices centristes [Kolm
(1976a, 1976b)] est issue d’un compromis entre 1’ensemble des mesures d’inégalité
absolues et relatives [voir aussi Bossert et Pfingsten (1990)]. Les principaux axiomes

respectés par les mesures d’inégalité sont les suivants :

— La continuité

L’indice d’inégalité est une fonction continue :

I[:R"—> R+ VnelN, (CN)

ou K", R, et IN sont respectivement 1’ensemble des réels de dimension n, I’ensemble

des réels non négatifs et I’ensemble des entiers naturels.

— Le principe de transfert de Pigou-Dalton

Un transfert engendre la baisse d’un indice (diminution des inégalités au sein de la
société) lorsqu’un individu riche reverse une partie de son revenu a une personne moins
riche que lui.” Inversement, I’indice augmente (caractérisant une augmentation des
inégalités au sein de la société) quand un transfert est pratiqué d’une personne pauvre
vers une personne riche. Si une distribution x est obtenue a partir d’une distribution y ou

I’on effectue un transfert de revenu progressif (d’une personne riche vers une personne

> Les travaux axiomatiques de Chakravarty sont antérieurs a 1999, mais ’article de 1999 du Handbook of
Income Inequality Measurement offre une revue de littérature trés appréciable.

6 Une propriété axiomatique est un ensemble de conditions susceptibles d’étre vérifiées par 1’indicateur
d’inégalité. Par exemple, on utilise des indices normalisés, c’est-a-dire des indices compris dans
I’intervalle [0,1], autorisant la comparabilité des valeurs.

7 Les transferts sont valables que les individus conservent ou non leur rang dans la distribution.
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pauvre) alors la mesure des inégalités associée a x devient plus faible que celle associée
ay:
1 (x)<1 (y) (PD)

— Le principe de population de Dalton
Le principe de population indique qu’un indice reste inchangé lorsque la population
s’accroit de maniére identique. Si chaque individu d’une population se retrouve avec
une personne ayant le méme revenu, les inégalités restent inchangées. Pour une
distribution x = {x1,x2,...,xs} que I’on réplique & fois :
k fois k fois
— — . . . , P . r
X = {Xl,..,X1,..., Xn,...,xXn }, I’indice d’inégalité reste inchangg¢,

I (x)=1(x),Vk=>2. (PP)

— La symétrie (Anonymat)

Cette propriété montre qu’un indice est invariant lorsque le rang d’un individu dans la
distribution est modifié. Par exemple, si ’on modifie I’ordre dans la distribution (en
classant les revenus par ordre croissant ou décroissant), la mesure d’inégalité doit
conserver la méme valeur. Ce principe désigne la propriété d’un indice invariant apres
permutation de ’ordre des individus ou permettant a chacun de conserver son
anonymat. Six est obtenu a partir de y par permutation des revenus, on obtient alors une

fonction symétrique de ses arguments :

1()=1(»). (SM)

— La normalisation

Elle autorise la comparaison d’indices d’inégalité compris dans I’intervalle [0,1]. Si
I’indice tend vers 0 les revenus sont répartis de maniére égalitaire ; en revanche, si
I’indicateur tend vers 1 la répartition est jugée inégalitaire. On associe la normalisation a

la condition suivante :
7 (k1")=0,v k>0, (NM)
ou 1" est le vecteur unité de dimension n (vecteur dont les éléments sont tous égaux a 1).

Il s’agit de la condition selon laquelle les indices d’inégalité prennent la valeur 0 pour

des distributions égalitaires.
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L’ensemble formé par les mesures qui satisfont les axiomes (CN), (PD), (PP),
(SM) et (NM) est appelé ensemble des indices réguliers. Si on ajoute la propriété

d’invariance relative, on définit la classe des indices réguliers relatifs.

— L’invariance relative
La propriété d’invariance relative stipule que lorsqu’une population voit ses revenus
multipliés par un nombre supérieur a zéro (par exemple multipliés par deux) alors les
inégalités restent inchangées®. La propriété d’invariance relative se traduit par une
fonction homogene de degré zéro. Elle s’exprime sous la forme :

I(0x)=1(x),¥VAi>0. (IR)
Les mesures relatives ne sont pas affectées par une augmentation proportionnelle des
revenus. Si les inégalités sont mesurées, par exemple, sur des revenus exprimés en
euros ou bien sur ces mémes revenus exprimés en dollars, 1’indice d’inégalité procure le

méme résultat.

1.2.2. L’approche normative :

L’approche normative dicte « ce qui doit étre ». Elle se base sur des propriétés
reflétant des valeurs éthiques qui doivent étre respectées par les indicateurs. Kolm
(1977) spécifie clairement I’existence d’une relation duale entre les fonctions de bien-
étre social représentant les préférences des individus d’une méme société, et les mesures
d’inégalité du revenu. Ces travaux seront ensuite poursuivis et étendus par Blackorby,
Bossert et Donaldson (1999).” Dagum (1998) démontre aussi le lien entre les fonctions

de bien-étre social et les mesures d’inégalité. Il introduit trois principes de base :

P1. Les agents ont la possibilit¢ de faire des comparaisons interpersonnelles
d’utilité. Les individus se livrent sans cesse a des comparaisons entre la satisfaction
qu’ils retirent d’une situation (par exemple un bien de consommation) et celle que les
autres individus ressentent. Ce principe est fondamental. En effet, selon Dagum, les

processus €économiques s’inserent a l’intérieur des sociétés; les unités et sous-

¥ Cette propriété suscite un intérét particulier et controversé, car certaines mesures ne satisfont pas
I’invariance relative mais ’invariance dite absolue : les inégalités de revenu ne sont pas affectées
lorsqu’on octroie la méme somme a chaque individu. La littérature montre que 1’on abandonne
progressivement ces deux axiomes pour des concepts intermédiaires.

? Pour une explication de I’approche normative confer Blackorby, Bossert et Donaldson (1999).
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ensembles d’unités économiques font continuellement des comparaisons
interpersonnelles entre leurs niveaux et leurs différences d’utilité. Dagum (1998)
spécifie ces fonctions en les dérivant des mesures d’inégalité du revenu. Le principe P1
autorise la  définition d’une fonction d’utilit¢é pour chaque individu
(fonction mathématique représentant la satisfaction) déterminée a la fois par le revenu

de ’individu et les revenus des autres individus.

P2. Les individus ont une préférence pour I’accumulation de richesse. Lorsque
leur revenu croit, ils retirent de plus en plus de satisfaction de leur situation, avec
cependant une augmentation de satisfaction liée a la derni¢re unité¢ de richesse acquise
de moins en moins importante. Le principe P2 désigne la détermination des agents
économiques a offrir notamment leur force de travail (c’est-a-dire des facteurs de
productivité marginale) afin d’acquérir un revenu croissant pour intensifier leur

satisfaction.

P3. Les individus ont une préférence pour I’équité ou une aversion a I’inégalité.
Cette propriété suppose que les individus d’une société préférent des situations ou les
revenus sont répartis de maniere égalitaire a des situations ou la société est composée
d’individus dont les revenus sont répartis de maniére inégalitaire'®. La propriété P3
désigne la volonté de toute société a atteindre une plus grande équité, mais selon Dagum
la parfaite égalité dans la répartition du revenu (utilisée dans la spécification de certains
indices) n’a jamais ¢€t¢ le but ni une condition de maximisation du bien-Etre social,
méme pour des populations d’individus identiques.

Les approches axiomatiques et normatives permettent de mettre en évidence des
ensembles de propriété vérifiés par les indices d’inégalité. La littérature montre que
seule, la mesure de Gini satisfait les axiomes et les propriétés mentionnées ci-dessus.
En effet, ’entropie généralisée respecte les cinq axiomes définissant I’ensemble des
mesures régulicres et relatives, mais Dagum (1998) montre qu’elle ne satisfait pas P1.
Par conséquent, étant donné que Pl est un principe fondamental, I’indicateur de Gini
peut étre privilégié¢ a la mesure de ’entropie généralisée ; c¢’est pourquoi, il constitue
une des mesures les plus utilisées. Il est néanmoins possible de se demander si les trois

principes coincident entre eux [cf. Mussard, Seyte, Terraza (2003)].Les auteurs arrivent

' Le caractére d’une situation égalitaire et d’une situation juste est différent. En effet, une population
définie par des revenus répartis de maniére inégalitaire peut étre jugée juste.
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a la méme conclusion que Dagum car la spécification statistique de la mesure de Gini
est plus compléte, notamment dans la décomposition en sous-groupes [cf. Dagum
(1997a, 1997b)], malgré quelques oppositions [cf. Mookherjee et Shorrocks (1982) ou
Salas (2002)].

La notion de décomposabilité s’inscrit dans 1’approche axiomatique (confer le
paragraphe suivant). Cependant les indicateurs d’inégalité reflétent des normes
particulieres, comme celles présentées ci-dessus. Par conséquent, 1’approche par les

indices décomposables est connexe a 1’approche axiomatique, normative, et positive

1.3. La décomposition d’une mesure d’inégalité :

Pour décomposer un indicateur en sous-groupes, il est nécessaire que la
population globale P soit divisée en plusieurs groupes (par exemple hommes et femmes,
catégories socioprofessionnelles, régions, groupes d’age, etc.). Une décomposition en
sous-populations explique les inégalités de revenu par le degré d’implication des
différents groupes composant P. Un groupe participe-t-il plus qu’un autre a I’explication
des inégalités ? Il s’agit 1a de la premiére question a laquelle la décomposition peut
répondre. Mais pourquoi peut-on privilégier ces approches multivariées aux approches
standards non décomposées ?

L’approche non décomposée permet de comparer différents indices, s’ils sont
normalisés. Cette comparaison autorise un classement des différentes sous-populations
en spécifiant les inégalités qui prévalent a 'intérieur de celles-ci. La décomposition
permet de surcroit de définir les groupes qui possédent les plus fortes contributions a
I’explication de I’inégalité totale. Le procédé de décomposition autorise 1’estimation des
inégalités a I’intérieur de chaque groupe (mesures intragroupes) et des inégalités entre
les différents groupes (mesures intergroupes). Les questions auxquelles les
décompositions peuvent répondre sont les suivantes: quelle est la part d’inégalité
intergroupe dans 1’inégalité totale, quelle est la contribution des inégalités intragroupes a
I’inégalité totale, quelle est la participation d’un groupe particulier a 1’inégalité totale ou
encore quelle est la contribution des inégalités entre deux groupes a I’inégalité totale ?

Parmi les propriétés axiomatiques (CN), (PD), (PP), (SM), (NM) et (IR), le
respect du critére de transfert est important car ses implications sont fondamentales au
niveau des politiques socio-économiques de redistribution. Mais depuis les travaux de

Bourguignon (1979), Cowell (1980a, 1980b), Shorrocks (1980, 1984, 1988) et Ebert

10



Mussard - Seyte - Terraza

(1988) la décomposabilité¢ est devenue tout aussi primordiale. Elle permet en effet de
préciser les déterminants des inégalités au sein d’une population — étape primordiale

avant d’effectuer des transferts redistributifs.

1.3.1. Les mesures agrégatives et additivement decomposables
Bourguignon (1979)

Les premieres recherches sur les mesures d’inégalit¢ décomposables sont des
tentatives d’axiomatisation qui essaient de dériver ou de créer certains indices.
Bourguignon (1979) est le premier a proposer des propriétés de généralisation. Soit une
population de » individus (i=1,...,n) partitionnée en k sous-populations (groupes d’age,
régions, niveau d’éducation, etc.). Chaque sous-population est de taille n; (j=1,...,k). On

note le revenu de I’individu 7 du groupe j : x;;. Le vecteur de revenu global est défini

par: x= (xn > X21 5005 Xijseees Xnk) .

L’agrégativite :
Une mesure agrégative est définie par :
1 (x11>x21 seees Xij 5ees xnk): FAN 0110 x21 0000 1) oo L1 X2k 52000 )
YiYo, s Yisngseees nk},
ou / est I’indice d’inégalité associ¢ a la population globale, ux la moyenne du groupe k,
I I'indice d’inégalité associé¢ au groupe k et Y; la somme des revenus de la sous-
population j :
nj
Y;=2x-
i=1
L’agrégativité est une propriété générale indiquant qu’il n’est pas indispensable de
connaitre les caractéristiques exactes des distributions des sous-groupes pour déterminer
le montant des disparités de revenu. Les mesures d’inégalité de chaque sous-population
et les ¢léments agrégés tels que ny et nuy sont simplement nécessaires. Les mesures
d’inégalité agrégatives vérifient la décomposabilité élémentaire suivante :
I = FH0 oo I Y1 Y s Va5 11 e i)

_Fk{oy"'oo;YlaY2 geees Yka 9oy nk}
+Fk{03~'~50;Y19Y2 gecey Yk;nl seeey nk}

ou F* {O,...,O; Yi,Y2sn Y nl,...,nk} est un terme désignant une inégalité associée a des

groupes égalitaires. Il est par conséquent possible de formuler les inégalités a I’intérieur

11
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des groupes et les inégalités entre les groupes. La contribution des inégalités
intragroupes (/,,) a I’'inégalité totale est définie comme la différence entre les inégalités
observées dans la population meére et celles qui seraient effectivement observées si les
individus du groupe j avaient tous le méme revenu :
L= F T seeor i3 Y15 Y oeves Yis 1 yeves 11}
- Fk{o yeees 05 Y15 Yo oeees Y3 Bl sees l’lk}-
La contribution des inégalités intergroupes a 1’inégalité totale est :
To=F 0,0y 05 Y1, Yasooos Y il oever 111}
La décomposition en sous-groupes de la mesure d’inégalité est donc :
I =1ty
Pour définir les inégalités a 1’intérieur d’un groupe particulier, on effectue la
méme opération que pour /,,. La contribution des inégalités associées au groupe j a
I’inégalité totale s’écrit :
Loi = FX0 oo T oeeos T3 V1o Yoo Y3 11 es i)
- Fk{lm geees O ooy Tk 3 Y15 Yoseons Y Ml 5eees l’lk}-
Cette définition peut paraitre paradoxale, car la somme des contributions de chaque
groupe /,; n’est pas forcément égale a /,,. Les mesures ne sont donc pas indubitablement

additives.

L’additivité :

Une mesure d’inégalité est additivement décomposable si elle vérifie la relation :
k
z Iw] = ]w .
=

Les mesures additivement décomposables sont donc agrégatives. L’additivité apparait
comme un cas particulier de ’agrégativité. Les propositions et définitions suivantes
restreignent 1’additivité.

Proposition 1.

Les mesures agrégatives derivables s expriment sous la forme suivante :

I=élf(Yj,nj)]j+I(,ul,..., Hys My senes ,uz,...,,uk).

Cette proposition définit la fonction F* comme une fonction séparable en chaque mesure

I;. A partir de cette proposition, il est possible de s’intéresser aux mesures homogenes

12
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de degré zéro, c’est a dire, aux indicateurs respectant I’invariance relative (confer les

propriétés axiomatiques précédentes).

Proposition 2.
Les mesures décomposables, dérivables, homogenes de degré zéro et vérifiant le

principe de population s ’expriment sous la forme fonctionnelle suivante :
k
I= jz::lg (Zj ’ Vj)l.f +1 (lul seees s iy 5eees fly 5eees :uk) >

ou v; = n;/n, et zj est la proportion de revenu total détenue par le groupej :Y;/Y.

Les mesures additivement décomposables sont donc des indicateurs d’inégalité qui
s’écrivent sous la forme d’une moyenne pondérée des indices associés a chaque groupe
(Z)) a laquelle on ajoute I’indicateur d’inégalité intergroupe. La proposition 2 ne prend
pas en compte le principe de transfert de Pigou-Dalton. Il existe alors des répercutions
sur I’indicateur de Gini. Si I’individu j transmet une partie de son revenu aux individus &

et [, on doit avoir :

Axi _ J=L
Ax; k=j°

sinon I’indicateur de Gini n’est pas insensible a ce transfert. Les indices j, [ et &
renvoient au rang de I’individu dans la distribution lorsque celle-ci est classée par ordre
décroissant. La restriction selon laquelle la valeur du transfert doit égaliser la différence
de rang est due a la structure particuliere de 1’indice de Gini que ’auteur prend en
compte :

G;=1+ nl, - [ﬁ] (x1 3 22 5eens njxnj),
ou Gj est le coefficient de Gini associé au groupe .

Cette définition du coefficient de Gini ne permet pas de prendre en considération
I’ensemble des transferts de Pigou-Dalton. On peut démontrer que certains transferts
n’obéissent pas 4 la différence de rang entre les individus." Il est alors important que les
mesures décomposables respectent la dérivabilité, la symétrie (SM), I’invariance

relative (IR), ’axiome de Pigou-Dalton et la configuration suivante :

"' Remarquons que d’autres formules du coefficient de Gini prennent en compte 1’ensemble des transferts
(confer par exemple la revue de littérature sur 1’indice de Gini ci-apres).

13
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I :jé% Ij (xlj ""’xn,»j)"'] (/‘1 seees Mys Hyseess Hyseees ﬂk)- (D)

Cette forme fonctionnelle sera donc utilisée pour décrire les fonctions décomposables

respectant I’ensemble des axiomes énoncés.

Proposition 3.

Une mesure dérivable, symétrique, et vérifiant la décomposabilité (D) s’écrit :

/ :%jg(K (x j)_K (%é)ﬁ))’

ou K est une fonction derivable.

Proposition 4.

Une mesure derivable, symétrique, et verifiant la décomposabilité (D) s’écrit :

L=log (ﬂ)—%élogxi :

Cette mesure décomposable est séparable en pondérations de populations
(conformément a 1’équation (D) ou le poids est la proportion de population du groupe j :
n; / n). 1l existe des mesures ou les pondérations font intervenir la part de revenu. Il

s’agit des mesures décomposables pondérées par le revenu :

227] (lea ’xnjj)+](/ll’ s s By seees Uy 5 ;,uk) (Dl)

Proposition 5.
La seule mesure d’inégalité dérivable, symétrique, vérifiant la décomposabilité (D1) et

. e 7 12
les autres axiomes fondamentaux est l'indice de Theil = :

T:Ziyl.logyl. ,ou y,=x; Zixi'

Cette dernicre proposition de Bourguignon (1979) caractérise le probléme de
décomposabilité en agrégativité et en décomposabilité additive. Les mesures d’inégalité
sont séparées en indicateurs intragroupes et intergroupes. La somme des poids de la

décomposition n’est pas égale a 1 pour les propositions 1, 2 et 3. Elle est égale a 1 pour

'2 Rappelons que I’indice de Theil est un cas particulier de I’entropie généralisée lorsque ¢ = 0.

14
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les propositions 4 et 5 [remarque de Deutsch et Silber (1999)]. L’agrégativité est moins
restrictive car elle est définie sur les contributions des inégalités associées a chaque
groupe (/;). La décomposabilité additive est plus difficile a obtenir. Elle se base sur la
mesure intragroupe (/). Plus précisément, 1’¢lément intragroupe est défini par une
moyenne pondérée des inégalités associ€es a chaque groupe (/). L’additivité necessite
des propriétés axiomatiques plus restrictives, dont seul le coefficient de Theil respecte
les conditions. Shorrocks (1980) va néanmoins démontrer que le coefficient de Theil

n’est pas ['unique mesure.

1.3.2. La décomposabilité additive reconsidérée : Shorrocks (1980, 1984,
1988) :

L’hypothese de décomposabilité additive s’exprime par :
k

Izzle'(ﬂan)lj(x]')"'lba (DA)
=

ou /; représente 1’indice d’inégalité associé au groupe j, w; le poids attaché a I’'indicateur
I; et I, la mesure intergroupe. A partir de cette hypothése, Shorrocks précise tout

d’abord la proposition 3 de Bourguignon (1979).

Théoréme 1. Si [ est continu, symétrique, normalisé", dérivable (dérivées partielles de

premier ordre continues) et verifiant (DA) alors :

I= G—(/L—)f[w (i) ()]-

n)i=1
Ce théoréeme définit la classe entiere des mesures additivement décomposables en

imposant de séveres restrictions. L’intérét de cette séparabilité est d’obtenir une

, , . . , . . , , . 14
généralisation des résultats de Bourguignon par I’entropie généralisée.

Théoréme 2. L’indice d’inégalité I (possédant des dérivées secondes continues)
satisfait I’axiome d’invariance (IR) et les axiomes (PD), (PP), (SM), (NM) et (DA) si I
est défini par,

' La normalisation concerne 1’égalité des revenus. Si tous les membres de la société ont le méme revenu,
alors I’indice d’inégalité est égal a zéro.

'* Voir aussi la caractérisation axiomatique de I’entropie et celle du concept d’additivité par Cowell et
Kuga (1981).
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4 e
izlﬂmj((x’ /) 1) ,Ve#0,1
1= Ailogﬁ
i=1 Xi
AS XijpoXi
izzl,u glu
ouAd > 0.

On constate que ce théoréme généralise les mesures additivement décomposables (et

vérifie les propriétés énoncées) par un multiple de 1’indice de 1’entropie généralisée Sc :
) -1

i(”my Ye#0,1

onclec -1

Sc = lZn:logﬂ ,Ve=0
ni=1 ~ Xx;

lnﬁlo X e=1.
n;ﬂ S

Les poids de la décomposition de I’entropie généralisée sont donnés par :

_ﬂj”jc
Wj_77 .

La somme des poids est €gale a I’unité uniquement pour ¢ = 0 et ¢ = 1. Par conséquent,

I’indice intragroupe ¥ ;w; (u,n)1 j (x j) est une moyenne pondérée de I’indice /;. Lorsque
la somme des poids n’est pas égale a I'unité, 1’expression I_Z/ w; est proportionnelle

a D’inégalité intergroupe /. Cette proportionnalité indique que les poids de I’inégalité
intragroupe ne sont pas indépendants de 1’inégalité intergroupe [confer les travaux de
Foster et Schneyerov (1997) sur I’indépendance]. Un autre probléme survient lorsqu’on
essaie d’interpréter la décomposition. On peut se demander quel serait le pourcentage de
réduction de I’inégalité si les différences moyennes étaient €liminées. Mais si les
moyennes sont modifiées, les poids intragroupes changent (car ils dépendent de la
moyenne ;). Par conséquent, une dépendance existe aussi entre les inégalités
intragroupes et les inégalités intergroupes. Pour éliminer cette dépendance, il est
indispensable que les poids ne dépendent pas des moyennes. La seule mesure ou les
poids sont les proportions de population n; /n (donc indépendants de la moyenne)

correspond au cas particulier c =0 :

_ 15 .8
So = nl-;l()gxi )
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La contribution des inégalités intragroupes a I’inégalité totale Sy est donc :

Parallelement, Cowell (1980a) élabore la méme classe d’entropie généralisée
(avec le paramétre f) :
Lyt X ) yp=1
2ni§1ﬂ(# ) b

1&¢Xxi;, Xi
Ip={+Y=]og=t VB =0
P % P

15,0 M - _
n,-zzilogMg , V=1,

ou Mg est la moyenne géométrique de la distribution. On retrouve les mémes résultats
que I’entropie de paramétre c. Le coefficient MLD équivaut au cas ou f=-1, I’indice de
Theil au cas ou £ = 0, et la moiti¢ du carré du coefficient de variation au cas ou = 1.
La réflexion de Cowell est cependant basée sur une hypothese différente : la symétrie
partielle. Il s’agit de I’axiome de symétrie (d’anonymat) qui s’exerce a I’intérieur de
chaque sous-groupe. Les mesures d’inégalité satisfaisant la symétrie partielle, la
dérivabilité au deuxieme ordre, la décomposabilité (inégalité a I’intérieur des groupes et
entre les groupes) et I’additivité sont dérivées de 1’entropie généralisée. Russell (1985)
démontre néanmoins que 1’additivité et la décomposabilité sont suffisantes pour aboutir
aux résultats de Cowell (1980a, 1980b).

Shorrocks (1984) propose une version plus faible de I’axiome (DA), en
définissant le principe agrégatif :

1= 1 Ge)ney)omg). Wi =1,
ou x; est la distribution du groupe j et f'une fonction continue en son premier argument.

I1 élabore par la suite le théoréme 3 suivant qui ne prend plus en compte la dérivabilité.

Théoreme 3.1 satisfait (IR), (PD), (PP), (SM), (NM) et le principe agrégatif si et
seulement si (ssi) 3h:[0,00[—>R+ , 7 (0)=0] & (7 (x))=Sc (x).
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Le principe agrégatif prévoit la continuité¢ de la fonction f. En 1988, Shorrocks va
incorporer 1’idée de cohérence. Le principe de décomposition cohérente va donc

r . . O 15
suppléer aux principes précédents.

La décomposabilité cohérente en sous-groupes (monotonie). Une mesure d’inégalité

vérifiant la décomposabilité cohérente s’écrit :

] :f(ll 9ecey I] seeey Ik;pl seeey pj gecey pk 9 S1 900 Sj gecey Sk)v

\ n; ny U;

et f une fonction croissante avec ses k premiers arguments.
n

Supposons que le groupe j voit ses revenus se modifier de telle sorte que la moyenne et
le nombre d’individus du groupe j restent inchangés. La décomposition cohérente
indique alors que si les inégalités au sein du groupe j augmentent, I’inégalité totale doit

augmenter, ceteris paribus (les distributions des autres groupes restent les mémes).

Théoréme 4. Un indice d’inégalité satisfait la continuité, les axiomes (PD), (PP),
(SM), (NM), (IR) et la deécomposition additive cohérente en sous-groupes si I est

[’entropie généralisée Sc.

L’ensemble des ces théorémes montre que I’entropie généralisée rassemble
d’importantes propriétés. Par contre, I’indice de Gini ne satisfait pas la décomposabilité
additive. Méme si I’indice peut s’écrire sous la forme d’une moyenne pondérée des
indices associés aux groupes j, il est construit autour de trois éléments. Il viole aussi la
propriété de décomposition cohérente en sous-groupes. En effet, les inégalités a
I’intérieur d’un groupe peuvent augmenter en générant une baisse de I’inégalité totale.
Cowell (1988) remarque a ce sujet que la mesure de Gini, la variance des logarithmes et

’écart moyen relatif'® sont trois indicateurs d’inégalité qui ne respectent pas la

'S Confer aussi Deutsch et Silber (1999) ou Cowell (2000) pour des explications claires sur la
décomposition cohérente : « subgroup consistency ». Un concept similaire plus faible, celui de
décomposition monotone, avait été introduit par Foster, Greer et Thorbecke (1984) dans le cadre des
mesures de pauvreté. Il requiert simplement que le reste de la distribution ne bouge pas aprés une
quelconque variation de la pauvreté dans au moins un groupe constituant la population globale.

' Rappelons que la variance des logarithmes s’écrit :

2

lf Jool i || ou Mg est la moyenne géométrique. L’écart moyen relatif est :
nio Mg

li Xi .

ni=| u
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cohérence en sous-groupes. L’entropie généralisée satisfait donc d’importantes
propriétés que les autres indicateurs n’intégrent pas. Ebert (1988) propose le théoréme

suivant pour doter I’indice de Gini de nouvelles propriétés.

Théoréme 5 (Ebert, 1988). I est défini sur ['ensemble des distributions classées par
ordre non décroissant et satisfait [’'invariance (IR), (PD), (PP), (NM), la
différentiabilitée et la décomposabilité additive pour des distributions qui ne se

chevauchent pas si I est 'indice de Gini ou [’entropie généralisée Sc.

L’indice de Gini est décomposable en trois éléments: un élément intragroupe, un
¢lément intergroupe et une composante qui mesure 1’intensité du chevauchement entre
les distributions des sous-groupes. Lorsqu’il n’y pas de chevauchement entre les
distributions, I’intensité du chevauchement est nulle, et ’indicateur de Gini satisfait la
décomposabilité additive et la cohérence en sous-groupes.

Néanmoins, cette troisiéme composante apporte une information supplémentaire
par rapport aux mesures de I’entropie. La revue de la littérature concernant 1’indicateur
de Gini démontre [notamment les travaux de Dagum (1997a, 1997b)] que I'indice de

Gini posséde une spécification économique et statistique intéressante.

I1. Une revue( non exhaustive) des différentes décompositions de I’indice de Gini :

La décomposition de I’indice de Gini fut présentée pour la premicre fois en 1967
par Bhattacharya et Mahalanobis [méme si pour certains, la premiere tentative revient a
Soltow (1960)]. Trente ans plus tard, cette décomposition initiale est différente de la
décomposition proposée par C. Dagum (1997a). Il n’existe pas de décomposition
unique. Plusieurs méthodes sont recensées et basées sur des concepts mathématiques et
statistiques différents. La somme des composantes de la décomposition est cependant
toujours égale a I’indice de Gini global. Mais les éléments décomposés, obtenus par

construction, ne posseédent pas les mémes significations.

11.1. L’approche par la courbe de concentration de Bhattacharya et
Mahalanobis (1967) :
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En 1967, ’objectif de Bhattacharya et Mahalanobis est d’élaborer de nouveaux
indicateurs statistiques pour mesurer les disparités régionales en Inde. Ils s’intéressent
ainsi aux dépenses de consommation. La courbe de concentration'” est au coeur de leur
décomposition. IIs font référence, dans une note, a une décomposition en sous-groupes
dont les distributions ne se chevauchent pas. Ils montrent que celle-ci n’est pas
entierement satisfaisante. En effet, la principale difficult¢é de la décomposition de
I’indice de Gini est de tenir compte du chevauchement entre les distributions. Cette
premiére approche souléve donc un probléeme fondamental, tout en montrant que la
décomposition reste intéressante pour I’analyse des inégalités.

La courbe de concentration (la courbe de Lorenz) est construite pour la population
indienne. Celle-ci est partagée en 12 classes. Les parts de consommation cumulatives de

chaque classe sont données par :
i 12 .
0, = Zl(pjff lej)—cjj, vi=l1,...,12. (1)
J= J=

Le terme x; représente la moyenne de consommation par personne (pour 30 jours). Le

terme p; est le pourcentage de population détenue par chaque classe. Les pourcentages

de population cumulés correspondant aux Q; sont :
Pi=3$p, Vi=l,.,12, 2)
jAT

La courbe de concentration s’obtient en liant successivement les points de coordonnées
(P, O)). Le coefficient de concentration L (coefficient de Gini) est ensuite dérivé a partir

. o
de la somme des aires du trapéze'® :

12 _
L=1-5% pl0+0, ). Vi=l,...12. 3)

'" La courbe de Lorenz est un cas particulier de la courbe de concentration. Voir la généralisation de
Pyatt, Chen et Fei (1980).

. N 4+ . . . \
¥ Laire du trapéze est 7, :M . La somme des aires des trapezes est donc de :

Aire = Z(QJ+QJ*1)p J . L’indice de Gini ou de concentration est alors égal a :
J

L= I_ZZ(QJ'JFQZJ")pJ , ou la hauteur du trapéze est p; et non P;.
J

Q?.

1
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Le coefficient de concentration équivaut a deux fois I’aire comprise entre la courbe de
concentration et la premiere bissectrice. Pour effectuer la décomposition en sous-
groupes (Vj = 1,..., k groupes), la composante intergroupe est privilégiée.

Supposons une variable croissante non négative (xi,..., Xx) associée aux probabilités

k k
(P1,-.., pr) telles que > p ;=1. La moyenne est donc:u=>x P Par conséquent la
J=1 Jj=1

fonction,
q)r: ilp].XJ ﬂ,ViZI,...,lz, (4)
j=

est la proportion de la variable x détenue par les individus pour lesquels x < x,. En
reliant @, a la proportion d’individus F,. = XZp;, on obtient une courbe de concentration.
La méthode repose sur une agrégation d’aires. Il manque donc une certaine précision
par rapport au domaine continu. Une autre technique consisterait a utiliser la différence

moyenne de Gini [A] divisée par 2u. La différence moyenne de Gini est donnée par :
: )

ou E est I’opérateur espérance et x; et x, représentent deux observations indépendantes

A=E |xx

de la population globale. L’expression A se rééerit -
=2 :Zp,-p apFi— pud) (6)
=2u ;[F {®; = 1)~ O Fi = Fi)]-

On retrouve la relation selon laquelle la valeur A/2u est égale a deux fois I’aire ente la

courbe de Lorenz et la premicre bissectrice :

L= 1_§p‘,~ (CD]'_CD]A)- (7)

Apres avoir montré le lien entre la courbe de concentration et le coefficient de
Gini (et la moyenne des différences de Gini A), le coefficient A est désagrégé en
indicateurs intragroupes et intergroupes. L’indicateur intergroupe montre comment les
inégalités globales de consommation peuvent étre réduites si chaque distribution
intragroupe est redistribuée de maniére égalitaire. L’indice de concentration intergroupe

est défini par Ap/2u, ou Agest la moyenne des différences de Gini entre les groupes :

: (8)

Ap = Z.pipj‘ HimH
i#j
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ou u; et u; sont respectivement les moyennes des groupes i et j (Vi,j = 1,...,k) et k le
nombre de sous-groupes. La moyenne des différences de Gini peut se récrire en fonction

des k groupes :

A=YpiA+ gjp,-p_,-{E -2 . ©)

ot x\V et x(}_z) sont des distributions indépendantes, et A; la moyenne des différences

de Gini pour le groupe i. Etant donné les expressions A et A, il est possible de mesurer
I’inégalité intragroupe :
Aw= A —Ap
— 2 (MH_,.@) | —
=2piAit gjp,-p_,-{E = \} i;jp,-p_,‘ﬂ,- Hi ‘

(10)

Le deuxieme terme de I’équation est nul si les distributions ne se chevauchent pas. Dans
ce cas, la décomposition comporte deux ¢éléments, au méme titre que I’analyse de la

variance. Il existe donc une courbe de concentration intergroupe et une courbe de
. o . 2
concentration globale. L’aire situ€e entre les deux courbes représente la mesure 3, p/A ; .

Il n’est cependant pas possible d’avoir une courbe de concentration pour 1’¢élément
intragroupe Ay. Par définition, il s’agit des variabilités a I’intérieur des groupes (comme
la composante intragroupe de ’analyse de la variance). Mais cet ¢lément n’a pas de
spécification propre. La composante intragroupe est issue ex post de la détermination de
la moyenne des différences de Gini globale et de la moyenne des différences de Gini
intergroupe.

La premiere décomposition de I’indice de Gini souléve donc des difficultés. Les
auteurs comparent la décomposition de I’indice de Gini a 1’analyse de la variance qui
comprend deux éléments. La décomposition offre trois composantes au lieu de deux. A
partir de Bhattacharya et Mahalanobis la littérature va s’intéresser a cette décomposition

particuliére.

11.2. L approche matricielle de Rao (1969) :

Rao utilise une approche matricielle pour montrer que la décomposition de
I’indice de Gini s’écrit sous une forme quadratique. Cette expression permet d’identifier
deux éléments. Le premier est une moyenne pondérée des indicateurs de concentration a

I’intérieur des groupes. Le deuxiéme est basé sur les différences entre les sous-
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populations'® en relation avec les revenus par téte. La décomposition est issue d’un

découpage en classes de la population globale. Les notations sont les suivantes :

(i) p; est la proportion de population du groupe j (Vj = 1,..., k) appartenant a la

classe i (Vi=1,...,1);
(if) x;est la proportion de revenu de la classe i de la sous-population j mesuree

sur le revenu total da la population ;

t t 3
(iii) b; = 2xj / Y.p,; est le rapport par téte de la /™ sous-population sur le revenu
i=1 i=1

global.
Le coefficient de concentration associ¢ a la population totale est donné par :
c= XYyl i — xS
=l
- Zi (Pi XQ 11y~ Piisy - %0, -),
\ k k
ou Py =2 leij et 0. =2 leij .
L\ J= ’ i\ j=

Vérifions la formule de Rao en considérant un découpage en deux classes.

L’indice de Gini mesuré par la somme des aires des trapézes de Bhattacharya et

Mahalanobis est :
2
L= 1—j§lp_;(Qj+Qf-1)
= l_plQl_pZ(Q2+Q1)'
Etant donné que p; = P; et que p, = P,— P}, alors :
L = 1-p1Q;-(P2-P1)(Q2+0)) 13)
=1-P20,-P201+P10>.

(12)

Or, les valeurs cumulées P, et O, sont égales a I’unité d’ou :
(14)

L =-pP,0+P0,.

D’aprés la formule de Rao, s’il existe deux classes (i = 2), alors :
(15)

c = (P1.><Q2 — P2 .le.).

On trouve bien I’égalité entre L et c.

"% Le terme « sous-population », employé par I’auteur, désigne un sous-groupe de la population globale.
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L’auteur montre qu’il est possible de mesurer les inégalités pour chacune des

sous-populations j. Le coefficient devient :

t—1 % * * *
Cjj = 21 (P,-,- Qi1 =~ P, XQ;‘;‘)’ (16)
=
\ * k * * ko 4 * t * t
oup; = lei]- , Q=2 le,-j et p; =p; lel.]., Xij = Xjj ley P* et O* sont les
i\ j=1 ~ ’ i\ Jj= ’ o=l C i=
proportions cumulées de taille et de revenu calculées a partir du groupe j. On retrouve
par conséquent la cohérence avec I’équation (11). L’indice de concentration prend une
nouvelle configuration si les groupes j sont différents. En effet, il est possible

d’introduire le coefficient ¢, (V) # h)* tel que :
L Y * % *
Cjh = gl (Pii XQistyn — Pivt)j XQih)' (17)

Les coefficients c; et cj peuvent étre intégrés dans une matrice carrée C de taille kxk.
La diagonale de la matrice est composée des coefficients de Gini mesurés sur chaque
groupe c;;. Les éléments en dehors de la diagonale sont les indices cj;. Soit p le vecteur
(de taille k) des proportions de taille des différents groupes. L’élément p; du vecteur p

est donc la taille relative du groupe j par rapport a la population totale :
t
P;= 2Py (18)

Soit g le vecteur (de taille k) représentant les proportions de revenu de chaque groupe

par rapport a la population mere. L’élément g; du vecteur g s’écrit donc :
t
q;=24;- (19)
: i=1 -

L’indicateur de concentration, mesuré sur la population globale, peut donc se réécrire
sous la forme matricielle suivante :

c=pCgq. (20)
L’indice peut étre défini a I’aide de deux autres matrices de méme taille kxk. Soit la
matrice W composée des indices de concentration a D’intérieur des groupes. Les
¢léments de cette matrice sont définis par :

Win = Cjj. (21)
La premicre ligne de W est composée de 1’indicateur intragroupe c;; (et ainsi de suite).

La deuxiéme matrice de taille kxk est notée D. Les ¢léments de D sont définis tels que :

2 L’auteur ne donne pas de définition du terme ¢jy, mais intuitivement on comprend qu’il s’agit du
coefficient de Gini entre les groupes j et /. Cette idée sera notamment reprise par Dagum (1987, 1997a)
dont la décomposition est issue de la spécification des indicateurs de Gini intragroupes et intergroupes.
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(22)

Jh

{0 Vj=h

ci—cy Vj#h.

La relation qui unit les trois matrices est donc :
C=W-+D.

L’indice de Gini se reformule par :

c=p’Wq+pDg. (23)
Soit le vecteur b composé des éléments p, = ix,-,- / i py-ete le vecteur des coefficients
= 7=

de concentration a I’intérieur des groupes (cj;). Il s’ensuit la décomposition suivante :

c=p’c+p'(bD). (24
L’équation (24) montre que le coefficient de Gini est décomposé en deux termes. Le
premier terme est une moyenne pondérée des indices de concentration a I’intérieur des
groupes. Le second terme est une forme quadratique en p’ ou (bD) est la matrice de la
forme quadratique. Chaque paire distincte de sous-populations contribue deux fois a la
forme quadratique. Cette derniére est dépendante d’un paramétre d. Ce paramétre
mesure les différences entre les classes des distributions j et A. L’appellation
« composante intergroupe » n’est donc pas acceptable.”’ En effet, cette expression est
réservée aux indices qui reflétent les différences moyennes entre les groupes, alors que
cette décomposition procure des inégalités entre les paires de groupes.

En définitive, la décomposition du coefficient de Gini réalisée par Rao dépend
donc des inégalités a I’intérieur des groupes et des différences entre chaque paire

distincte de sous-populations.

11.3. L’approche matricielle et la théorie des jeux de Pyatt (1976) :

L’article de Pyatt (1976) marque une rupture dans la littérature. L’expression
« coefficient de concentration » est abandonnée pour l’expression « coefficient de
Gini ». Le coefficient de Gini peut étre interprété comme une valeur espérée, au sens de
I’espérance mathématique. Cette espérance est basée sur le fait que chaque individu
peut comparer son gain avec celui d’un autre individu qui serait tiré au hasard dans la
population. Il est alors possible de fournir une nouvelle décomposition de 1’indicateur

de Gini basée sur la valeur conditionnelle espérée du jeu. Cette approche est li¢e a celle

*! La composante intergroupe est basée sur les différences moyennes entre les groupes. Cette
décomposition offre des différences entre paires de populations concernant les différentes classes.

25



Les décompositions en sous-groupes

de Bhattacharya et Mahalanobis. Elle est, en effet, construite sur les différences
absolues de revenu. Soient n revenus notés : xi,..., x,. L’indicateur de Gini faisant
intervenir les comparaisons interpersonnelles entre paires d’individus est :
n n
(1 / 2n2> gl Z,l‘x,-—x j‘

G = = : (25)
(1 /”) gixi

En développant I’expression suivante,

zz\x, x,\—zzZmax( X)) 26)

i=1j=1
I’indice de Gini se réécrit :
(1 /2n )ZZmaX( 0, x,'—xj)

G= i=1j=1 - . (27)
(1/”) ;xi

Cette derniére équation constitue la base a partir de laquelle le jeu peut étre défini.
Chaque individu est convié a cette expérience. Un revenu x est tiré au hasard dans la
population totale. Si le revenu sélectionné x est supérieur a celui du joueur, alors ce
dernier peut choisir x, sinon il peut garder son revenu actuel. Aucun individu, qui
participe a ce genre de jeu, ne peut perdre. Toutes les personnes ont une probabilité non
négative d’y gagner, excepté les gens trés riches dont la probabilité se rapproche de
zéro. Pour chaque individu, soit le gain est nul (s’il est riche) soit il est égal a la

différence entre x et son revenu. Le gain espéré de 1’individu i est donc :

IZmax(O, X xl)>0 (28)

j =1

En mesurant la moyenne des gains espérés individuels (m), on obtient le numérateur de

I’indicateur de Gini :

:%g ( , xj—xl-)Z 0. (29)

|| [V]=

L’indice de Gini est donc interprété comme la moyenne du gain espéré, si chaque
individu a le choix entre étre lui-méme ou prendre la place d’une autre personne prise
au hasard dans la société.

Supposons maintenant que la population soit décomposée en k sous-groupes. La

moyenne du gain espéré se formule par :
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k k )
m =3 E(gain/i—j)Pr (i—/), (30)

j=li=l
ou I’événement i — j désigne le fait qu’un individu du groupe i se compare aux
membres du groupe j tirés au hasard. Par conséquent, 1’expression E(gain / i — j)
représente la moyenne des gains espérés des individus appartenant au groupe i qui se
comparent aux membres de j. Comme les comparaisons sont aléatoires, le terme

Pr (i - j) peut étre spécifié par :
Pr (i—)j)= pl-pj,tel que ipl:l ,Vij=1,..k. (31)
i=1

Le terme p; est la proportion de la population globale qui se trouve dans le groupe i. On
note p le vecteur colonne (de taille k) des proportions de population et u le vecteur
colonne (de taille k) ou le £“™ élément est la moyenne du groupe k. Soit E la matrice
(kxk) ou e; = E(gain / i — j). L’indicateur de Gini peut donc se réécrire sous la forme

matricielle suivante :

G=(u'p) PEp. (32)
On remarque que (,u'p)_l est le dénominateur de I’indice de Gini [équation (27)]: la
moyenne des revenus de la population mere. Le deuxieme terme p'E p représente le
numérateur de G (le terme m) : la moyenne des gains espérés individuels.
Soit E* : la matrice E normalisée. Le facteur de normalisation est la matrice ,[t_l . Celle-

ci est composée des vecteurs 4. Chaque ¢lément de E est donc divisé par la moyenne

des revenus de la population correspondante :

E*=4"'E. (33)
Par conséquent, les éléments de la matrice E* se trouvant sur la diagonale principale
sont les coefficients de Gini des & sous-populations. L’indicateur de Gini mesuré sur la
population globale peut alors se réécrire :

G=n'E*p > (34)
ou 7= (m' p)'1 u pest le vecteur des proportions de revenu agrégés de chaque groupe i.
Supposons maintenant qu’il n’y ait pas d’inégalités intragroupes. La matrice E* est
uniquement composée de zéro sur la diagonale principale. Comme il n’est pas
intéressant d’obtenir le revenu d’un groupe plus pauvre, les éléments sous la diagonale

de E* sont nuls. Les éléments au-dessus de la diagonale sont : x; — u; > 0, car le gain

2 Cette forme est équivalente a celle introduite par Rao (1969) : ¢ = p’C g, équation (20).
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associ¢ a la chance de rejoindre un groupe plus riche équivaut a la différence des
moyennes entre les groupes. De ce fait, E se réécrit :

E=A4"u-pA4', (35)
ou la matrice 4 est une matrice (kxk) dont les éléments au-dessus de la diagonale sont
nuls et les autres égaux a un. Il s’agit simplement d’un cas particulier ou il n’existerait
pas d’inégalités intragroupes. Les inégalités intergroupes sont donc définies par les
différences entre les moyennes des sous-groupes. Pour faire apparaitre ces différences
de moyenne, la matrice E issue de I’équation (32) devient :

E=Ei+A'u-puA', (36)
ou E; est une matrice symétrique (kxk) dont les éléments e;; = min{e;,e;}. La matrice
des gains espérés est donc séparée en deux composantes dont I'une (A4'u—pA') est
basée sur les différences moyennes entre les groupes. La matrice E* se réécrit :

E*=4'El+4 ' A'i—-A'. (37)
Par conséquent, G devient :
G=rn'E*p

=7r',&_1E1+,&_1A',&—A']p (38)
=7 ETHQ_IA'/?—A'}J,

ou ET = ,[t_l E1.
L’¢équation (38) correspond a la désagrégation finale du coefficient de Gini. Cette
décomposition comporte deux éléments. Les éléments sur la diagonale de E,

représentent les indicateurs de Gini associés a chaque sous-groupe. Tous les éléments
hors diagonale sont égaux a zéro lorsque les distributions ne se chevauchent pas. Le
deuxieme ¢€lément concerne les inégalités entre les groupes : les différences entre les
moyennes des distributions.

Cette décomposition est proche de celle de Bhattacharya et Mahalanobis (1967)
dans le sens ou les inégalités de chevauchement sont incluses dans la partie des
inégalités intragroupes. Elle est légitime dans la mesure ou les inégalités de
chevauchement (les différences de revenu entre les groupes issues du chevauchement
entre les distributions) sont dépendantes des inégalités intragroupes. En effet, plus le
chevauchement augmente et plus les inégalités intragroupes sont faibles. Néanmoins, il

est possible de séparer, comme 1’a fait Rao (1969), I’'indice de Gini en deux
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composantes, sans faire intervenir les inégalités intergroupes (les différences moyennes
entre les groupes). Rappelons que Rao a décomposé I’indicateur en un élément
intragroupe et un élément qui explique les différences de revenu entre les différentes
classes des sous-groupes. Das et Parikh (1982) montrent que Bhattacharya-Mahalanobis
et Pyatt spécifient d’abord les inégalités intergroupes et dérivent ensuite 1’inégalité
intragroupe comme un résidu, alors que Rao spécifie la composante intragroupe et
dérive 1’¢élément intergroupe comme un résidu [néanmoins défini comme les différences
entre les classes (c;)] au méme titre que les décompositions de Mangahas (1975) et

Soltow (1960).

11.4. L’approche de Mookherjee et Shorrocks (1982) et le rejet de la troisieme

composante issue du chevauchement entre les distributions :

On considére une population mere composée de » individus (ou ménages). On
note u la moyenne des revenus de cette population. Soit x; le revenu du ™ individu (Vi
=1,..., n). On suppose que la population est divisée en k sous-populations de taille n; et
de moyenne u; (Vh = 1,..., k). N, désigne I’ensemble des revenus du groupe 4.

L’indicateur de Gini s’écrit :

__1
2un*iEi 1‘x’ x]‘ (39)

Les différences de revenu peuvent étre regroupées afin de mettre en exergue celles entre

différents :

k

b

individus appartenant aux mémes groupes et entre individus appartenant a des groupes
2,un h=1

__1

(zzm x,h\j zz[z >
2un’ =\ A 2un” h=I\ r=1jgNi

On constate que 1’indice est décomposé en deux €léments. Le premier représente les

N
Xrh—X jh‘ +2 2

r=1jeNn

G =

(40)

M»

Xrh—X

j,Vh=1,...,k.

inégalités issues des différences entre les revenus des mémes groupes. Il incorpore les
différences binaires issues de chaque groupe. Elles représentent le numérateur des
indicateurs de Gini de chaque groupe. Le deuxiéme est constitu¢ des différences de

revenu entre individus appartenant a des groupes différents. Pour mettre en évidence ces
indices, il est nécessaire de faire apparaitre le dénominateur : ]7/2/4 hn}zz . En multipliant et

en divisant par ce terme on obtient :
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B 1 ) 1 k ( ni ny
6=t =3 35

xrh—xjh‘j + #i(% >

],thl,...,k,(41)

2un wyni eI\ == == Z XX
avec,
1 nh nh
Gh=—5| T T x| -

2upnp\r=1j=1

représentant 1’indice de Gini associé au groupe 4. La décomposition de 1’indice de Gini

s’écrit alors :

k nh 2:uh 1 k { na
GZZ(j_Gh‘i’ ZZ(ZZ

=\ n ) U 2,un h=I\_r=1j¢Ni

],thl,...,k. (43)

.th_.XJ

Supposons que les distributions z et 4 ne se chevauchent pas. La somme des différences

binaires entre les revenus des individus de z et de 4 est :

n: np

2 2 |xmx jh‘ =n.nj

r=1j=1

] (44)

La décomposition de I’indice de Gini pour des distributions qui ne se chevauchent pas

est donnée par :

k I 1
G=3% (%)2—’7 Gp+ HTTEh
p=1\n/ K Zzpmon

Hz _Hh
7"

JVh £z = 1.,k  (45)

Si la proportion d’individus appartenant au groupe 4 est notée v, = n;, / n, et si la
proportion de revenu détenue par le groupe 4 est A, = u,/u, alors la décomposition de

I’indice de Gini pour des distributions qui ne se chevauchent pas devient :

Vhtz=1,.,k. (46)

k
G =X 2 Gt %ggvzvh PN

A contrario, la décomposition du coefficient de Gini pour des distributions qui se

chevauchent peut s’écrire :

de—i| + R, Vh#z=1,.,k|, (47)

Gzi(v)zi G+l22vv
h=1h h Uh 2thh

ou R dépend de I’intensité avec laquelle les distributions se chevauchent et est appelé
« terme d’interaction ». Les auteurs ne spécifient pas le terme d’interaction. Il s’obtient
simplement par différence :

_ 1 k{ ni nu
R 222

2Iun2h:1 r=ljgNn

- JU - %z%m,, i, Vh#z =1,k (48)
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Lorsque les revenus sont également distribués a D'intérieur de chaque groupe,

I’indicateur de Gini s’exprime sous la forme suivante :

Vhzz=1,.k. (49)

G= %ZZVZV}'I |/1z—/1h
z h

Ce cas particulier élimine les inégalités a ’intérieur des groupes. Pour I’illustrer, les
auteurs prennent I’exemple des tranches d’age : il n’existe pas d’inégalités entre les
individus d’une méme classe d’age. Une parfaite égalit¢ des revenus prévaut dans
chaque groupe. Les chevauchements entre les distributions sont donc inexistants (R =
0). L’inégalité totale est ainsi expliquée par les inégalités intergroupes : les différences
entre les revenus moyens des classes d’age. En revanche, la décomposition du
coefficient de Gini (47) reste particuliere. Le terme R est impossible a interpréter avec
précision. Il s’agit simplement du terme qui permet de maintenir 1’exactitude de la
décomposition. De plus, celle-ci répond difficilement aux changements temporels. Si on
considére une augmentation des inégalités intragroupes sans changement du nombre
d’individus et de la moyenne de chaque classe, on s’attend donc a une augmentation de
I’indice G. Le terme d’interaction peut néanmoins absorber cette variation pour faire
diminuer G .**

Selon les auteurs, cette décomposition s’inscrit dans la lignée des travaux de
Bhattacharya et Mahalanobis, Rao et Pyatt. Il s’agit en effet d’'un mélange de ces
décompositions. Rappelons que les décompositions de Bhattacharya et Mahalanobis
(1967) et de Pyatt (1976) sont identiques dans le sens ou elles spécifient 1’indice
intergroupe, alors que celle de Rao spécifie 1’indice intragroupe. On remarque que
Mookherjee et Shorrocks parviennent a préciser les fondements intragroupes et
intergroupes de la décomposition. Par conséquent, il s’agit d’une synthese des
décompositions précédentes. Cette approche rejette cependant la décomposition de
I’indicateur de Gini en trois éléments a cause de la non-spécification du terme
d’interaction. Ce dernier trouve cependant une définition intéressante dans 1’approche

de Lerman et Yitzhaki (1991).

11.5. L’approche de Lerman et Yitzhaki (1991) : une spécification de la

troisieme composante comme indice de stratification :

11 s’agit d’un exemple du non-respect de la décomposition cohérente en sous-groupes.
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Les sociologues se consacrent davantage a I’étude de la stratification qu’a celle
des inégalités de revenu. Il existe différentes définitions de la stratification. La
stratification sociale est le partage de la société en groupes qui possédent des éléments
culturels et historiques différents. Elle fait appel a la notion de strates ou de couches
horizontales regroupant une ou plusieurs caractéristiques de la population globale. Selon
cette derniere définition, un indice mesurant la stratification doit capter le degré de
chevauchement entre plusieurs distributions. Il existe donc un lien étroit entre les
inégalités intergroupes et la notion de stratification entre les groupes. Ainsi,
I’augmentation des inégalités d’un groupe pauvre (par augmentation des hauts revenus)
peut augmenter la stratification. Une augmentation des inégalités des populations riches
(par diminution des bas revenus) peut aussi accroitre la stratification. Les
décompositions qui lient les éléments intragroupes et intergroupes possedent donc des
¢léments pouvant expliquer ce phénoméne. Les mesures décomposables issues de
I’entropie ne sont pas adéquates pour cette approche. En effet, les mesures intergroupes
basées sur les différences entre les moyennes des groupes ne fournissent pas ce genre
d’explication. A contrario, I’indice de Gini représente bien cette analyse.

Soient x;; le revenu de I’individu i appartenant au groupe j., n le nombre

d’individus total et n; le nombre d’individus appartenant au groupe j tel que :
k
j=1 "~

Soient p; la proportion de la population appartenant au groupe j : p; = n;/n et Fo(x;) la
fonction de répartition de la population globale Q. Elle mesure le rang du i™ individu
(du groupe /) dans la population globale : Fip(x;;) = rang (x;)/n.

Soit Fj(x;) la fonction de répartition du groupe mesurant le rang de I’individu i (du
groupe j) dans la sous-population j: Fj(x;) = rang (x;)/n;. L’indice de stratification
concerne différentes strates de la population et donne une mesure pour chaque groupe.
La population doit étre divisée en deux groupes : les individus issus du groupe j et les
individus non issus du groupe j : « non j ». La fonction de répartition des « non j » (-j en
abrégé) est définie par: F(x;) = rang (x;)/(n — n;). Cette fonction classe tous les
individus de la population globale exceptés ceux de la population j. La fonction de
répartition de la population globale peut donc se réécrire comme une moyenne pondérée
du classement des individus du groupe j et du reste de la population : Fp(x;) = p; Fi(x;)
+ (1 = p))F(x;7). On note Covj(x,y) la covariance entre les variables x et y des membres

du groupe ;. L’indice de stratification S peut alors se formuler :
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_ CovllFr-Fy). %)
J Cov(F;x) -

(50)

Le numérateur exprime la covariance entre la variable revenu et la différence entre le
rang de I’individu dans son propre groupe et celui qu’il aurait eu dans le reste de la
population. Le dénominateur est un facteur de normalisation. L’indicateur de
stratification est donc compris dans I’intervalle [-1,1].

* Si §; = 1, aucun membre des autres groupes ne possede un revenu dont le
montant se situe dans I’intervalle de revenu du groupe j. Seul, le groupe j occupe une
place particuliére dans la distribution. Il forme une strate parfaite.

* §; diminue lorsque le nombre d’individus des autres groupes qui tombent dans
I’intervalle de revenu du groupe ; augmente. L’indicateur est donc sensible au
chevauchement entre les distributions.

* Si §; =0, le rang de I'individu associé a son propre groupe est égal au rang
mesur¢ sur le reste de la population ou sur la population globale. Dans ce cas, le groupe
Jj ne forme pas de strates.

= Si §; < 0, la divergence de classement des individus du groupe j dans la
population globale est plus importante que celle qui prévaut dans le groupe ;.

* SiS§;=-1, et si le groupe j est composé de deux groupes, cela signifie que les
membres des deux groupes sont identiques et qu’ils sont situés aux extrémités de la
distribution globale. Le groupe j est donc formé de deux strates parfaites.

Une société est donc stratifiée si 1’indicateur est supérieur a zéro : il refléte la
séparation entre les membres du groupe j et ceux du reste de la population. Pour relier la
notion de stratification et la notion de chevauchement entre les groupes on construit
I’indicateur de chevauchement O :
1_(1_19 j) S .

3 (1)

Oj:

Cet indicateur ne prend pas en compte la part d’individus associée au groupe ;. Plus la
taille du groupe est petite et plus le coefficient O; est important. En introduisant
I’expression de 1’indice de stratification dans I’équation, I’indicateur de chevauchement

devient :

Covix, R
= *E_%t L9 52
OJ Covi\x, rj ( )
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ou R est le rang des individus dans la population globale et 7; le rang dans la population
7.2* On obtient :

= O=1s185=1;

" 0;=1psi§=0;

= 0=Qp)/psiS=-L.
La stratification et le chevauchement sont donc li€s, il est possible d’établir le lien avec
la décomposition de I’indicateur de Gini. Ainsi, Lerman et Yitzhaki (1984) ont introduit

la formule du coefficient de Gini basée sur I’opérateur de covariance :

G:M’ (53)

ou u est la moyenne des revenus de la population globale.

n;
Soit G; I’indice de Gini mesuré sur le groupe j, 7,;=2ry /1 ; le rang moyen des
i=l

individus du groupe j dans la population globale, et F; = 7;/n. La décomposition de

I’indice de Gini devient :

k. niM. £k 2Coviu ., F;) &k u,
G=Yp jG'+Z¢])+ZP~—jS1~(p~—1)- (54)
= J y2; = Jlu J

nu A

La premicre composante représente I’inégalité intragroupe : la moyenne pondérée
des indices de Gini a I'intérieur des groupes. La deuxiéme composante est I’inégalité
intergroupe. La troisiéme synthétise I’impact de la stratification. L’indicateur de Gini
global équivaut a deux fois la covariance entre le revenu de I’individu et son rang dans
la population globale, divis¢ par la moyenne des revenus (cf 53). Si les groupes
deviennent des observations, I’indicateur intergroupe est défini de maniere similaire. I1
s’agit de deux fois la covariance entre la moyenne des revenus de chaque groupe et la
moyenne des rangs, divisé par la moyenne totale des revenus. Pourtant, la lecture de la
littérature montre que cet indice de Gini intergroupe est totalement différent de ceux
introduits dans les approches précédentes. Ces dernicres sont basées sur la moyenne de
chaque sous-population. Si tous les groupes ont la méme moyenne, 1’indice intergroupe
est nul. Dans la présente décomposition, la mesure d’inégalité intergroupe de Gini est
nulle si et seulement si les groupes ont le méme rang moyen. Il est donc possible d’avoir

une composante intergroupe nulle, alors que les moyennes sont différentes. Dans le

** Confer I’approche de Milanovic et Yitzhaki (2002) pour une application internationale.
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méme contexte, I’indice intergroupe de Gini défini par Pyatt (1976) est positif. Dans
I’approche de Lerman et Yitzhaki, les groupes sont égaux en terme de position moyenne
a I’intérieur de la distribution. De ce fait, I’indice de Gini intergroupe peut reveétir une
valeur négative. Par exemple, supposons que la population soit constituée de deux
groupes. Le groupe pauvre comprend uniquement des faibles revenus et un seul
individu extrémement riche. Le rang moyen du groupe pauvre (dans la population
totale) peut étre inférieur a celui du groupe riche alors que la moyenne est plus élevée.
L’¢lément de stratification permet donc de proposer une décomposition dotée
d’une troisieme composante totalement définie. D’ailleurs, les auteurs critiquent
I’approche de Mookherjee et Shorrocks (1982) selon laquelle le dernier ¢lément est un
terme d’interaction dépourvu de toute signification économique. La troisiéme
composante est ici clairement définie. Une forte stratification implique une faible
variabilit¢é de rang. Celle-ci engendre a son tour un faible niveau d’inégalité. Une
augmentation de la stratification exerce un effet négatif sur les inégalités. Il existe donc

une relation opposée entre ces deux éléments.

11.6. L’approche par les courbes de Lorenz de Lambert et Aronson (1993) :

S’inspirant des travaux de Mookherjee et Shorrocks (1982), Lambert et Aronson
proposent une nouvelle décomposition de la mesure de Gini. IIs s’intéressent surtout a
ce que Mookherjee et Shorrocks nomment «terme d’interaction», ou « terme

résiduel ». Rappelons que leur décomposition est la suivante :

k
G= Y (”_h)zﬂ_h Gp+ lzzﬂﬂﬁ ~HW LR h oz =1,k
h=1\n u 2Zh nonj|u H
k
y7;
= 2apGp+GB +R,Vah=(n—h)2—h (55)
h=1 n’ioH

= Gw + Gp + R.

La premi¢re composante (Gp) est l’inégalité intragroupe, la deuxieme (Gp) est
I’inégalité intergroupe et la troisieme (R) est le terme résiduel (qui est égal a zéro si les
distributions ne se chevauchent pas). En partant d’une simple approche géométrique
basée sur la courbe de Lorenz, les auteurs spécifient les trois composantes de la

décomposition.

35



Les décompositions en sous-groupes

La population mere est composée de n individus dont les revenus sont notés : x,
X2,..., X,. Cette population comprend k groupes. La moyenne de la population est x. La
moyenne et la taille de chaque groupe sont respectivement u; et n; (Vj = 1,..., k). La
courbe de Lorenz est définie par L(P). L ordonnée L(P) représente la part des revenus
cumulés de la population globale détenue par chaque classe. L’abscisse P est la

proportion de population totale de chaque classe. Le coefficient de Gini se formule :
1
G =2|(P - L(P))aP. (56)
0

Les termes P — L(P) définissent les segments situés entre la premiére bissectrice et la
courbe de Lorenz. Si on multiplie par deux la somme des segments entre 0 et 1 , on
obtient bien le coefficient de Gini : deux fois I’aire contenue entre la courbe de Lorenz
et la bissectrice. A partir de la courbe de Lorenz, les étapes de la décomposition de

I’indicateur de Gini sont les suivantes.

1. La contribution des inégalités intergroupes. On considére que les revenus sont
¢galement distribués a I’intérieur de chaque groupe. Les individus possedent donc la
moyenne de leur sous-groupe correspondant. Celles-ci sont classées par ordre croissant :
le groupe 1 possede la plus faible moyenne, et ainsi de suite : u; < up < ... < . La
courbe de Lorenz intergroupe L est construite en imaginant que les individus du groupe

J possédent un revenu égal a u;, pour tous les j = 1,..., k.

2. La contribution des inégalités intragroupes. Les revenus des individus sont
classés par ordre croissant. On relie la proportion de population totale des individus du
groupe j avec leur proportion de revenu pour obtenir la courbe de concentration

intragroupe C(P).

3. Les chevauchements entre les distributions de revenu des différents groupes.
Les individus sont classés par groupe. De cette fagon, le plus pauvre du groupe 2 peut se
situer au-dessus d’un individu plus riche mais se situant dans le groupe 1 (ou la
moyenne est plus faible). Il faut donc reclasser les individus pour éviter ces
chevauchements.

En définitive, on commence par calculer les inégalités intergroupes (basées sur les

moyennes des groupes). Les inégalités intragroupes sont ensuite mesurées, en
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négligeant les effets de chevauchement. La « vraie » courbe de Lorenz est ainsi
calculée. De cette maniere, on obtient la procédure suivante :

P — Ly(P) > C(P) > L(P) . (57)

[lustrons ces phases successives en prenant 1’exemple de trois groupes.

Figure 2 : Etapes de la décomposition
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La courbe de Lorenz intergroupe Lp(P) permet la mesure des inégalités entre les
groupes. Cette composante se calcule de la méme manic¢re que I’indicateur de Gini

global. Il faut sommer les segments entre la courbe Lp(P) et la bissectrice :
1
Gy =2|(P ~ L5(P))dP. (58)
0

La deuxiéme étape concerne les inégalités intragroupes. Elles sont définies par 1’aire

entre la courbe Lz(P) et la courbe C(P) :

1 k
Gw = 2({(LB(P )-c(P))dp ZhE_:lahGh- (59)
La troisieme étape permet de déduire la composante de chevauchement entre les
distributions :
1
R =2|(C(P)- L(P))dP . (60)

0

Le coefficient de Gini mesuré sur la population globale est alors donné par :
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Si la population mére est composée de trois groupes alors la décomposition s’€crit :
G =aiGitaG2tazG3t+Gg+R - (62)

La figure 3 ci-dessous permet de localiser les différents ¢léments de la décomposition.

Figure 3 : Localisation des aires des 3 éléments
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Le terme R doit étre positif. Il révele I’intensité avec laquelle il faut permuter les
individus pour atteindre la troisiéme étape. Il représente a la fois un terme intragroupe
et un terme intergroupe : c¢’est un élément intergroupe a cause de son interprétation en
terme de chevauchement entre les groupes et un ¢lément intragroupe diG au
chevauchement issu des inégalités intragroupes. Il est donc possible de nommer le terme
R conformément a 1’appellation de Mishra et Parikh (1991) : les inégalités « a travers
les groupes ». Cependant, selon Nygard et Sandstrom (1981), la composante a travers
les groupes est synthétisée par Gz + R. Le terme « inégalités intergroupes » est réservé a
I’entropie généralisée (aux mesures additivement décomposables).

Les recherches de Lambert et Aronson défendent, au méme titre que celles de
Lerman et Yitzhaki (1991), la troisi¢eme composante de la décomposition du coefficient
de Gini. Le terme d’interaction n’est donc pas impossible a interpréter comme le font
remarquer Mookherjee et Shorrocks (1982). Lambert et Aronson dotent 1’indicateur
d’une information statistique essentielle et réconcilient la décomposition de I’indicateur
de Gini avec les travaux de Bhattacharya et Mahalanobis (1967), puisque ces derniers
montrent 1’impossibilit¢é d’unir les inégalités intragroupes avec une courbe de

concentration intragroupe.
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11.7. L’approche matricielle de Silber (1989) :

En poursuivant la décomposition de Pyatt (1976), Silber (1989) propose une
nouvelle décomposition de I’indice de Gini. Il montre tout d’abord qu’a partir de
données individuelles, I’indicateur s’exprime par :

G=e'G*s, (69)
ou e’ est un vecteur ligne dont les ¢léments sont égaux a (1/n), s est un vecteur colonne
dont les ¢léments (classés par ordre décroissant) sont les parts de revenu total détenues
par chaque individu et G* une matrice (nxn). La diagonale principale de G* est
constituée de 0. Les ¢léments sous la diagonale sont égaux a 1 et les éléments au-dessus
de la diagonale a —1. Les individus sont répartis en sous-groupes. L’indice de Gini
intergroupe est alors défini par :

Gg =/G*s, (70)
ou f° est le vecteur ligne des proportions de population globale de chaque classe de
revenu et s le vecteur colonne des proportions de revenu de chaque classe. Les vecteurs
f et s sont ordonnés par rapport au classement décroissant des ratios s;/f; (ouj = 1,..., k
est le sous-indice représentant les différents groupes). La contribution a I’inégalité totale

des inégalités qui s’exercent a I’intérieur des groupes est définie par :
k
Gw= Zlf]'Sjij- (71)
j=t -

L’indice de Gini Gj;; mesuré sur les revenus du groupe j est :

GB=Gjj= €G*sjj, (72)
ou e’ et s; sont respectivement les vecteurs de proportions des individus du groupe j
(dans la population totale) et la proportion de revenu de chaque individu du groupe ;. La
décomposition de I’indicateur de Gini de Silber (1989) est donc :

G = Gvw+GstGos (73)
ou Go est le terme résiduel mesurant D’intensité de chevauchement entre les

distributions. Cette intensit¢ de chevauchement sera ensuite reprise et spécifiée par

Dagum (1997a, 1997b) qui s’inspire des travaux de Gini lui-méme (1916).
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11.8. L’approche de C. Dagum (1997a, 1997b). Une spécification des trois

composantes en cohésion avec les travaux précurseurs de Gini : la transvariation :

Une population mére P, ou prévalent n unités de revenux; (i=1,..., n), est
partitionnée en k sous-populations P; (j=1,..., k) ou P; est de taille n;, de fonction de
répartition F(x) et de moyenne u;.

On note F(x) et u, respectivement, la fonction de répartition et la moyenne
mesurées sur P. Pour faire apparaitre les revenus des k sous-populations, le vecteur de

revenu sur P s’écrit :

((xl geeey xi secey xn) = ()Cll geeey xlnl):"" (le geeey xjnj)""’ (xkl PYRETY xknk )) (74)
A partir du vecteur des revenus, le coefficient de Gini mesuré sur P est donné par :
n n

22 |xi—x,

_ i=lr=1
G=Eg o —. (75)

L’indice de Gini associ¢ a la sous-population P; est :

Z]:lrzalxi_Xr
G.=45= (76)
J 27’13#]

La différence moyenne des revenus Aj, est une généralisation de la différence moyenne
de Gini (nommée aussi GMD). Elle représente la moyenne des différences de revenu des
n;xn, combinaisons binaires des individus appartenant a P; et Py,

nj ny

22X i Xy

Ajn= i=lr=1 ‘ (77)
nj;jnp

Elle mesure la différence de revenu espérée entre un individu tiré au hasard de la sous-
population j et un individu tiré au hasard de la sous-population /.’ Ajy permet de
calculer le coefficient de Gini entre deux groupes [Gj,, Dagum (1987)] s’exprimant sous
la forme :

Ajn

Mty

G = Y joh =Tk (78)

% On retrouve un des aspects essentiels des travaux de Pyatt (1976) en rapport avec la théorie des jeux et
le gain espéré que chaque individu peut gagner.
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Lorsque les groupes P; et P, sont de méme taille et distribués de maniere identique,
I’indice de Gini mesuré entre deux groupes est égal a I’indice de Gini intragroupe

mesur€ sur P; ou Py :

Ay
Gj=Gm= 2, yj=h=1,.k. (79)

Remarquons aussi que les indicateurs associés a deux groupes sont symétriques :
Gjn==Gr et Ajn = Ay - (80)
La différence moyenne de Gini Aj;, mesurée entre les sous-populations P; et P, peut se
réécrire a partir de deux concepts.
* Le premier est la distance directionnelle brute dj,. 1l s’agit d’une moyenne
pondérée des différences de revenu x;—x;. pour chaque revenu x; d’un membre de P;
supérieur au revenu x;- d’'un membre de P;, étant donné qu’en moyenne le groupe P; est

plus riche que le groupe P,. La distance directionnelle brute se formule de la maniére

suivante :

d = IdF j(X)z(x—y)th (). 81)

= Le deuxiéme concept est le moment d’ordre 1 de transvariation py, entre la j*™

et la A*™ sous-population avec ;> upy . 11 s’agit de la moyenne pondérée des différences
de revenu x;,—x;; pour chaque revenu x;. d’'un membre de P, plus important que le
revenu xj; d’'un membre de P;. L’expression transvariation [Gini (1916), Dagum (1959,
1960, 1961)] désigne les différences de revenu qui sont de signe opposé a celui de la

différence des moyennes des sous-groupes correspondants. Elle est donnée par :
Py = JdF(x)](e=y) aF; (v) (82)

Ces deux concepts sont liés par la relation suivante :

djn + Dy =ANjn - (83)
On démontre que lorsque deux distributions ne se chevauchent pas, le moment d’ordre 1
de transvariation est nul : p;; = 0 = dj; = Aj. Aussi, lorsque la distance économique
brute est ¢gale au moment d’ordre 1 de transvariation les moyennes des deux
distributions sont égales : pjy = djn= "2 Aj = u;= pp.

Dagum (1997a, 1997b) conclut d’apres les résultats précédents que :

0< P <

Ajp <djn < Ajp - (84)

N |—
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La distance économique brute et le moment d’ordre 1 de transvariation permettent de
définir [a richesse économique nette entre les sous-populations P; et Py, : dj, — pjn V>
uy. Etant donné que dj;, — pj, admet 0 comme origine et Aj; comme maximum, on peut
normaliser la richesse économique nette, qui devient ainsi la richesse économique
. . , . . . 26

relative ou encore distance économique directionnelle.

* La richesse économique relative Dj, (ou distance économique directionnelle)
entre les sous-populations P; et P, est le ratio entre la richesse économique nette et son

maximum Ay, :

_dpPy _ dpP (85)
Ajn djh+pjh .

Jjh

D, est inclus dans I’intervalle fermé [0,1]. C’est un nombre sans dimension car dj;, pj, et
Aj, ont la dimension du revenu. La richesse économique relative sépare les inégalités
intergroupes en deux composantes :

- la contribution nette des inégalités de revenu entre les sous-populations P; et Pj,
obtenue par le produit GjxDjy, ;

- la contribution des intensités de transvariations entre P; et Pj, obtenue par
Ginx(1-Dj;). L’addition de ces deux produits mesure de manicre brute les inégalités de
revenu entre deux sous-populations P; et Pj.

La décomposition du coefficient de Gini, proposée par Dagum (1997a, 1997b) est
séparable en trois éléments. Ce sont des contributions distinctes de 1’inégalité globale
mesurée sur la population mére P. Dagum (1997a) montre que I’indice de Gini total
calculé sur P s’écrit :

_ j=lh=li=lr=1
G= S . (86)

Cette expression fait apparaitre les différences de revenu intragroupes et
intergroupes. Les caractéristiques des sous-groupes sont trés importantes. Elles sont

décisives quant a I’évaluation de la contribution de chaque groupe a 1’inégalité totale.

% La littérature sur les distances entre les distributions s’est développée notamment avec les travaux de
Dagum (1980), Shorrocks (1982), Ebert (1984), Chakravarty et Dutta (1987), Yitzhaki (1994), et
Deutsch-Silber (1997). 11 est aussi possible de s’intéresser a la critique de Shorrocks (1982) concernant la
mesure de Dagum (1980) et a la réponse de Dagum (1997a, p. 519). Shorrocks (1982) montre que la
mesure de Dagum ne reflete pas une distance euclidienne. Or, Dagum (1997a) fait remarquer a Shorrocks
qu’il s’agit d’une distance économique directionnelle conformément a la définition de 1980, conduisant
Shorrocks a une erreur d’interprétation fondamentale [voir aussi la critique de Yitzhaki (1994) sur la
distance D, de Dagum].
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Ces spécificités sont notamment le pourcentage d’individus appartenant au groupe P;

(p)) et le pourcentage de revenus de P; 1ié¢ au revenu global de la population P (s)) :

_np _NnjH
py=tl sy =t (87)
D’apres ces pondérations, 1’indice de Gini calculé sur P devient :
G=p'Ds. (88)

Dans cette équation, @ est une matrice symétrique (kxk) ou les éléments sont les indices
de Gini entre I’ensemble des paires de sous-populations P; et P;, (Gjs). Les éléments de
@ situés sur la diagonale principale sont les indices de Gini associés aux groupes P; (Gj,
Vj=1,..., k). Les vecteurs p et s sont les proportions de population et de revenu des k
sous-populations (dont les éléments sont respectivement les p; et s;). En développant

I’équation, on met en évidence, les termes de la matrice @ :
G=3G S ij ( ) (89)
= P s+ . syt -
Jj=1 A pJ SJ j=2h=1 Jh pj Sht Pp sy

Deux sommes apparaissent. La premicre indique la contribution des inégalités a

I’intérieur des k sous-groupes. La deuxiéme composante, la double somme, est la
contribution des inégalités entre les C% paires de sous-populations. Elle représente les

inégalités intergroupes brutes :
k. J-1
Gor =G+ o= £,3.Glp, 50+ pys)). 90)
Jj=2n=

Comparées aux inégalités moyennes entre les groupes, les inégalités intergroupes brutes
offrent davantage d’informations puisqu’elles mettent en évidence les différences de
revenu entre chaque paire de groupes. Ensuite, en multipliant la contribution des
inégalités intergroupes par Dj, puis par 1-Dj, (soit au total par 1), nous pouvons
distinguer les inégalités intergroupes nettes [G,;] des inégalités intergroupes de

transvariation [G,] :
k k. J-1 k. J-1
G=3Gyp;5:+ 5,56 Dl su+ pus)+ £,5600-D)lp 51+ pys)). OD
Jj= J=2h= J=2h=
La contribution des inégalités de revenu inhérentes a 1’intensité de la transvariation,
k J-1
G = ZthlGjh (l—Djh)(Pj st Py S_/) ; (92)
J=2h=

mesure le poids des inégalités intergroupes issues du chevauchement entre les
distributions. Il s’agit d’inégalités particuliéres. Le chevauchement signifie que certains

individus de la distribution la plus pauvre posseédent des revenus supérieurs aux
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personnes de la distribution la plus riche. L’intensit¢ de la transvariation permet de
capter les inégalités générées par les hauts revenus des sous-populations les plus
pauvres. A contrario, les disparités provenant des revenus élevés des sous-populations
riches sont données par la contribution nette des inégalités intergroupes a 1’inégalité

totale :
k J-1
G = ZZhZIGjh Djh(pj Sht Dy Sj) . (93)
Jj=2n=

Il s’agit des inégalités entre les k sous-populations dont les revenus sont issus de la
partie de non-chevauchement entre les distributions. Il s’agit aussi des inégalités
moyennes entre les groupes puisque : u; = uy (Vj, h = 1,..., k) = G, = 0. Le dernier
¢lément de la décomposition est la contribution des inégalités intragroupes a I’inégalité

totale :

G = ic P s (94)
Il s’agit d’une simple moyenne pondérée des indicateurs de Gini associ€s aux groupes
P;.

Les trois contributions de 1’inégalité globale permettent d’introduire 1’équation

fondamentale de la décomposition de I’indicateur de Gini*’,

G=Gw+Guw+Gi, 95)

ou:
- G,y est la contribution des inégalités a 1’intérieur des sous-populations ;
- Gy est la contribution nette des inégalités entre les sous-populations ;
- et G, I'inégalité inhérente a ’intensité de transvariation entre les sous-populations.
Les inégalités sont donc partagées en contributions intragroupes et intergroupes. La
partie intergroupe est conditionnée par le comportement des distributions. Pour des
distributions de méme moyenne, la composante intergroupe est uniquement constituée

des transvariations intergroupes :
k . kg )
an = 07 GW = Zlij p/' ’ Gt = 222;1Gjh P,' Py SSTUL = ... = My =u. (96)
J= ‘ J=2h= ‘

Si les distributions sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.), on a :

Dn=0,Gu=0,Gy=G;=G=Gw=Guw=G,=0. (97)

*7 Pour toutes programmations informatiques, confer Dagum, Mussard, Seyte et Terraza (2002).
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En revanche, si les £ distributions ne se chevauchent pas alors les distances

économiques entre chaque groupe sont égales a ’unité :
Din=1 < G, =0(Vjh=1,.,k). (98)
En définitive, la décomposition du coefficient de Gini permet de prendre
connaissance des groupes générateurs d’inégalité et de savoir dans quelles mesures ils

s’¢loignent des autres sous-populations dans le souci d’atteindre une répartition plus

¢galitaire des revenus, préalable nécessaire a la redistribution entre les groupes.

I11. Conclusion :

On a longtemps pensé que I’indice de Gini n’était pas une mesure décomposable
en trois ¢léments. En effet, les indicateurs étaient jusque dans les années 80 tous
décomposables en deux termes. 1 était difficile, en outre, de comprendre le role joué par
le troisieme élément (G;). Celui-ci a été¢ comparé a un résidu ou un terme d’interaction
[voir Mookherjee et Shorrocks (1982)], jusqu’aux travaux novateurs de Silber (1989),
Deutsch et Silber (1997) et Dagum (1997a, 1997b). En particulier, en 1997, ils ont été
les premiers (dans la méme revue) a démontrer, de maniére différente, que le troisiéme
¢lément est issu d’un concept introduit par Gini (1916) et repris par Dagum (1959,
1960, 1961): la transvariation. Il s’agit d’un changement dans le domaine de la
décomposition de I'indicateur de Gini. En effet, ces travaux ont permis de réconcilier
I’indice de Gini avec une décomposabilité (en deux ou trois éléments) dont chaque
contribution est un ¢élément clair et défini de 1’inégalité totale, et spécifié en cohésion
avec les travaux précurseurs de Gini.

Les premiéres limites ont été soulevées par Shorrocks (1980, 1984) avec la notion
de cohérence en sous-groupes [voir aussi Shorrocks (1988) et Cowell (1988)]. Les
critiques de Shorrocks et Cowell s’appuient sur le fait que leur mesure (la classe de
I’entropie généralisée) satisfait la décomposabilité additive et la cohérence en sous-
groupes. Adelman et Levy (1984, 1986) tentent de démontrer & Cowell (1985) que la
mesure de Theil ne satisfait pas une décomposabilité non ambigué. Méme si d’un point
de vue mathématique celle-ci est correcte, la mesure de Theil peut conduire a des
mauvaises estimations et donc a des conclusions erronées lorsqu’on s’intéresse aux
facteurs ou aux sources des revenus individuels. En effet, les composantes intragroupes

et intergroupes n’intégrent pas la fonction de revenu, ce qui permet seulement de
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prendre en compte des effets partiels sur la mesure globale de 1’inégalité. La remarque
d’Adelman et Levy est intéressante car elle met en exergue les difficultés auxquelles le
chercheur fait face lorsque ce dernier tente d’analyser les sources de revenu a ’aide de
I’entropie, ce qui n’est pas le cas en utilisant I’indice de Gini.

La décomposition de I’indice de Gini de 1997 (C.Dagum) permet d’identifier :
- les inégalités entre les groupes ;
- et les inégalités a I’intérieur des groupes qui composent la population.
Les inégalités a l’intérieur des groupes sont représentées par G,. et les inégalités
existantes entre les groupes sont symbolisées par Gg. L’indice de Gini se décompose
ainsi :

G = GghtGy-

Contrairement aux autres indices, comme ceux issus de I’entropie, la composante
intergroupe brute G, n’est pas assimilable a une inégalité moyenne entre les groupes. 11
s’agit d’un indice qui mesure les différences entre toutes les paires de revenu provenant
d’un groupe différent. On comprend alors que la propriét¢ de comparaisons
interpersonnelles [déja présente dans Pyatt (1976)] est une propriété fondamentale de
décomposition. En effet, en regroupant les comparaisons issues de chaque groupe et
celles émanant de groupes différents, on met en évidence les inégalités intragroupes et
les inégalités (brutes) intergroupes. Par conséquent, contrairement aux indices issus de
la seconde loi de I’entropie, la décomposition de 1’indice de Gini repose sur des
fondements normatifs plus complets (les comparaisons interpersonnelles de revenu ou
d’utilité sont des propriétés économiques incontournables).

La mesure brute intergroupe offre par ailleurs une vision duale des disparités entre
deux groupes, permettant une décomposition en trois termes. La dualit¢ de 1’élément
intergroupe s’exprime d’une part, par les différences de revenu moyennes entre les
groupes (G,p) et d’autre part, par les inégalités issues du chevauchement entre les
distributions (G;). La décomposition de 1’indice de Gini permet donc de mesurer :

- la contribution des inégalités intragroupes (G,,) a I’inégalité totale ;

- la contribution des inégalités intergroupes nettes (les inégalités moyennes
intergroupes, Gyp) ;

- et la contribution de I’intensité de transvariation (G;) représentant les inégalités
intergroupes générées par les revenus ¢élevés des groupes relativement plus pauvres (par

rapport a la moyenne des revenus) provenant du chevauchement entre les distributions.
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Cette particularité intergroupe conceéde a I’indicateur de Gini une structure

singuliére qui peut inciter les chercheurs a recourir a son utilisation.
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