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Introduction

Les ordinateurs ne savent pas compter. Ou, en fait, tres peu. Ils ne savent
traiter que des o et des 1 et sont incapables de représenter tous les nombres
réels — chose quun humain peut faire, du moins conceptuellement. Cela
signifie qu’a peu pres tout calcul effectué dans un ordinateur comporte une
part d’erreur d’arrondi et de troncature. Comme on ne souhaite générale-
ment pas que cette erreur devienne trop grande, il importe de connaitre ses
sources afin de la diminuer le plus possible. C’est, entre autres choses, I'objet
du chapitre 4.

Les procédures numériques pour résoudre des équations a une variable,
optimiser une fonction ou calculer une intégrale définie sont aujourd’hui ai-
sément accessibles dans une foule de logiciels a connotation mathématique
ou méme dans une simple calculatrice. Or, comment ces calculs sont-ils ef-
fectués, quels sont les algorithmes a I’ceuvre en arriére-scéne ? Le chapitre 5
se penche sur les méthodes de base de résolution d’équations a une variable
et le chapitre 6 sur celles d’intégration numérique.

On présente également au chapitre 5 les principales fonctions d’optimi-
sation disponibles dans Excel et dans R.

Utilisation de 'ouvrage

Chaque chapitre de cet ouvrage propose un probléme a résoudre au fil du
texte. L’énoncé du probléme, les indices en cours de chapitre et la solution
compléte se présentent dans des sections marquées des symboles £, & et
b.

L’étude de I'ouvrage implique des allers-retours entre le texte et le code
R a la fin de chaque chapitre. Ce code informatique et les commentaires
qui 'accompagnent vise a enrichir vos apprentissages. Assurez-vous donc
de lire attentivement tant les commentaires que le code, d’exécuter le code
pas-a-pas et de bien comprendre ses effets.
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Introduction

Le code informatique est distribué avec I’ouvrage sous forme de fichiers

de script. De plus, a chaque fichier .R correspond un fichier . Rout contenant
les résultats de son évaluation non interactive.

Fonctionnalites interactives

En consultation électronique, ce document se trouve enrichi de plusieurs

fonctionnalités interactives.

>

Intraliens du texte vers une ligne précise d’'une section de code informa-
tique et, en sens inverse, du numéro de la ligne vers le point de la référence
dans le texte. Ces intraliens sont marqués par la couleur .

Intraliens entre le numéro d'un exercice et sa solution, et vice versa. Ces
intraliens sont aussi marqués par la couleur mm.

Intraliens entre les citations dans le texte et leur entrée dans la bibliogra-
phie. Ces intraliens sont marqués par la couleur mm.

Hyperliens vers des ressources externes marqués par le symbole &' et la
couleur mm.

Table des matieres, liste des tableaux, liste des figures et liste des vidéos
permettant d’accéder rapidement a des ressources du document.

Blocs signalétiques

Le document est parsemé de divers types de blocs signalétiques inspi-

rés de AsciiDoc @ qui visent a attirer votre attention sur une notion. Vous
pourrez rencontrer 1’'un ou I'autre des blocs suivants.

Q Astuce! Ces blocs contiennent un truc, une astuce, ou tout autre
type d’information utile.

nissent une information importante pour la suite.

Attention! Vous risquez de vous briiler — métaphoriquement
s’entend — si vous ne suivez pas les recommandations de ces
blocs.

A Avertissement! Ces blocs mettent I’accent sur une notion ou four-



https://asciidoctor.org/docs/user-manual/#admonition
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Important! Ces blocs contiennent les remarques les plus impor-
tantes. Veillez a en tenir compte.

Ces blocs contiennent des remarques additionnelles sur la ma-
tiere ou des informations amusantes, mais non essentielles.

Ces blocs contiennent des liens vers des vidéos dans ma chaine
YouTube % dédiée a ce document de référence. Les vidéos sont
répertoriées dans la liste des vidéos.

B @ &

Ces blocs vous invitent a interrompre la lecture du texte pour pas-
ser a I’étude du code R des sections d’exemples.

+H

' Remarques spécifiques a macOS.

Document libre

Tout comme R et 'ensemble des outils présentés dans ce document, le
projet « Méthodes numériques en actuariat avec R » s’inscrit dans le mouve-
ment de I'informatique libre . Vous pouvez accéder a ’ensemble du code
source en format KIEX en suivant le lien dans la page de copyright. Vous
trouverez dans le fichier README . md toutes les informations utiles pour com-
poser le document.

Votre contribution a 'amélioration du document est également la bien-
venue; consultez le fichier CONTRIBUTING.md fourni avec ce document et
voyez votre nom ajouté au fichier COLLABORATEURS.
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Arithmetique des ordinateurs

Objectifs du chapitre

» Concevoir 'effet de la représentation interne des nombres dans un ordinateur
sur la précision des calculs.

» Convertir un nombre décimal vers une base quelconque, et vice versa.

» Exprimer un nombre décimal dans la représentation interne d'un ordinateur
selon la norme IEEE 754.

» Planifier ses calculs avec un ordinateur de maniéere a diminuer l'impact des
erreurs d’arrondis et de troncature et optimiser le temps de calcul.

41 Enoncé du probléme

Les étudiants d’actuariat utilisent pour la plupart la calculatrice TI-30XS
MultiView de Texas Instruments puisque c’est un modele agréé pour les exa-
mens des organismes professionnels.

Peut-on se fier aux résultats de cette calculatrice ? Effectuons un calcul
simple pour une valeur de x donnée :

(x —D(x+1)—x%>+1.

Le résultat devrait bien entendu étre égal a zéro, et ce, peu importe la valeur
de x.

Si I'on fait le calcul avec x = 105, le résultat est bien 0.

Si 1’on fait le calcul avec x = 108, le résultat est maintenant de... 1.

Que s’est-il passé? Doit-on douter de la qualité de la calculatrice ?

4.2 Les ordinateurs ne savent pas compter

Le type de bogue le plus fréquemment rapporté dans les forums de dis-
cussion de R a trait au fait que le logiciel ne retourne pas le bon résultat lors
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d’opérations arithmétiques simples.

= Etudiez le code des lignes 15-44 du fichier de script arithme-

1 tique_ordinateurs.Rreproduit ala section 4.10. Il contient des
exemples de calculs simples que R n’arrive apparemment pas a ef-
fectuer correctement. Les exemples sont tous tirés de véritables
messages envoyés a la liste de discussion r-help .

On devine que les créateurs de R n’ont pas négligé une fonctionnalité
aussi fondamentale pour un langage mathématique que le calcul arithmé-
tique. Les supposées erreurs ci-dessus relévent toutes de la représentation
interne des nombres dans un ordinateur et d’erreurs d’arrondi inhérentes
aux opérations arithmétiques avec ces nombres. En effet, un des plus cé-
lébres principes de programmation proposés par Kernighan et Plauger (1978)
est:

10,0 fois 0,1 ne donne jamais vraiment 1,0.

D’ailleurs, les auteurs des faux rapports de bogues dans r-help sont inva-
riablement renvoyés a I'entrée 7.31 &' de la foire aux questions de R.

Quiconque utilise un ordinateur pour le calcul scientifique devrait con-
naitre les grands principes du fonctionnement interne d’un ordinateur afin,
entre autres :

» d’éviter les erreurs d’arrondi et de troncature;

» d’éviter les dépassements et soupassements de capacité (overflow et un-
derflow);

» d’optimiser le code informatique.

Ce chapitre se penche sur les grands principes de I'arithmétique des or-
dinateurs. Quoique, en fait, les ordinateurs ne savent pas faire d’arithmé-
tique a proprement parler. Ils ne connaissent que deux états : ouvert (1) et
fermé (o). Nous en profiterons donc d’abord pour réviser la conversion des
nombres décimaux vers, et de, n'importe quelle base. Apreés avoir, a la sec-
tion 4.4, introduit les principales unités de mesure en informatique, nous
expliquerons la représentation interne des nombres dans un ordinateur en
nous concentrant sur la double précision. Nous pourrons ainsi justifier que
les ordinateurs ne peuvent représenter qu'un sous-ensemble des nombres
réels, d’ou les erreurs d’arrondi et de troncature. La section 4.6 explique
comment ces erreurs surviennent. On y donne également quelques pistes


https://stat.ethz.ch/mailman/listinfo/r-help/
https://cran.r-project.org/doc/FAQ/R-FAQ.html#Why-doesn_0027t-R-think-these-numbers-are-equal_003f

4.3. Conversion de base

pour éviter ou pour diminuer I'impact de ces erreurs. Enfin, le chapitre se
clot par un survol d'un sujet quelque peu périphérique : la représentation
interne des caracteres.

u Avant d’entamer la lecture du chapitre, je vous recommande de
visionner une vidéo d’introduction qui offre un survol du sujet de
I'arithmétique des ordinateurs .

4.3 Conversion de base

La base, dans un systéme de numération, est le nombre de symboles (ha-
bituellement les chiffres) qui pourront servir a exprimer des nombres. L’hu-
main s’est habitué a compter en base 10, le systeme décimal, ou les symboles
sont 0,1, ...,9. De nos jours, la grande majorité des ordinateurs travaillent
toutefois en base 2, le systéme binaire. Les autres systemes d'usage courant,
principalement en informatique, sont I'octal (base 8) et I’hexadécimal (base
16). Dans ce dernier systéme, les symboles utilisés pour les nombres 10-
15 sont généralement les lettres A-F. (C’est pourquoi I'on retrouve ces six
lettres sur le pavé des calculatrices scientifiques.)

Cette section étudie la conversion des nombres entre la base 10 et une
autre base quelconque.

4.31 Notation et définitions

De maniére générale, soit x un nombre (entier pour le moment) dans la
base de numération b composé de m chiffres ou symboles, c’est-a-dire

X = Xm-1Xm-2 "+ X1X0,

ou0<x;<b-—1.0nadonc

m—1 ‘
x= > xb. (4.1)

i=0

Lorsque le contexte ne permet pas de déterminer avec certitude la base
d’un nombre, celle-ci est identifiée en indice du nombre par un nombre dé-
cimal. Par exemple, 10011, est le nombre binaire 10011.


https://youtu.be/_XB00qBhKhg
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Exemple 4.1. Soit le nombre décimal 348. Selon la notation ci-dessus, on a
xo =8, x1 =4, x, =3 et b =10. En effet,

348 =3 X 10° + 4 X 10" + 8 x 10°.
Ce nombre a les représentations suivantes dans d’autres bases. En binaire :

101011100, =1 X 28 +0x 27 +1 x 2°
+0XxX2°4+1x2%+1x23
+1x224+0x%x2' +0x2°

En octal :
5345 = 5 X 8% 4+ 3 x 8! +4 x 8°.

En hexadécimal :

15C16 =1 X 16% +5x 16 + 12 x 16°.

Des représentations ci-dessus, I’hexadécimale est la plus compacte : elle per-
met de représenter avec un seul symbole un nombre binaire comptant jus-
qu’a quatre chiffres. C’est, entre autres, pourquoi c’est une représentation
populaire en informatique. O

Dans un ordinateur réel (par opposition a théorique), 'espace disponible
pour stocker un nombre est fini, c’est-a-dire que m < oo. Le plus grand
nombre que ’on peut représenter avec m chiffres ou symboles en base b est

m—1 '
Xmax = ., (b —1)b!
i=0

m—1
=(b-1) > b

i=0

b™ — 1
_(b_l)(b—1>
=p"—1.

Par exemple, le plus grand nombre décimal représentable avec m = 4

symboles est
Xmax = 9999 = 10000 — 1 = 10* — 1,

alors que le plus grand nombre binaire est seulement

Xmax = 1111 = 10000 — 1 = 2% — 1 = 154,.
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Par une extension naturelle de ce qui précede, un nombre composé de
m = 0 symboles dans sa partie entiére et n > 0 symboles dans sa partie
fractionnaire est représenté en base b comme

X = Xm-1Xm-2 " X1X0,X-1X-2 """ X—n
m—1
= Z Xibi.
1=n
Le symbole qui sépare les parties entiere et fractionnaire du nombre est la
séparation fractionnaire (une virgule en francais, un point en anglais).

4.3.2 Conversion vers une base quelconque

Avant de discuter de la conversion de nombres décimaux vers une base
quelconque, il convient de définir les notions de gquotient et de reste d'une
division.

Le quotient est la partie entiere de la division de deux entiers a et d; sa
représentation mathématique habituelle est

a
=151 ( -2)
G [dJ 4
ou | x] estla fonction qui retourne le plus grand entier inférieur ou égal a x.
Le reste de la division est simplement la valeur

a
ry=a d[dJ. (4.3)
Evidemment,ona v € {0,1,...,d — 1}. Le reste est le résultat de ’opération
modulo, notée v = a mod d.

On remarquera que le premier chiffre en partant de la droite d’'un entier
décimal est le reste de la division de ce nombre par 10, que le second chiffre
est le reste de la division par 10 du quotient de la division précédente, et
ainsi de suite.

Exemple 4.2. Cet exemple semblera plut6t artificiel dans la mesure ot nous
sommes habitués a la représentation des nombres en base 10. Néanmoins, il
permet d’illustrer les propos du paragraphe précédent. Soit le nombre 2 547.
Dans ce nombre :

547 2547
7 est le reste de 7=2547—-10 [710 J
254 254
4 est le reste de —— 4 =254 —10 [7J
10 10
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25 25
5 est le reste de — 5=25-10 [7J
10 10
2 2
2 est le reste de — 2:2_10{7]
10 10

O

La conversion d’'un nombre décimal en une base b implique simplement
de diviser par b plutot que par 10 et de déterminer le symbole dans la base
b correspondant au reste de chaque division.

L’algorithme suivant reprend ces idées de maniere plus formelle et en
ajoutant le traitement de la partie fractionnaire. Nous démontrerons plus
loin qu’il n’est pas réellement nécessaire de savoir effectuer la conversion
de la partie fractionnaire d’'un nombre réel.

Algorithme 4.1 (Conversion de la base 10 vers la base b). Soit x un nombre
réel en base 10.

1. Poseri < Qetv « |x].

2. Répéter les étapes suivantes jusqu’a ce que v = 0 :

a) Poserd; < v mod b et trouver x;, le symbole dans la base b correspon-
dantad;;

b) Poserv < |v/b];
c) Poseri < i+ 1.
3. Poseri < letv <« x—|x].

4. Répéter les étapes suivantes jusqu’a ce que v = 0 ou que i = n (le nombre
voulu ou maximal de chiffres apres la séparation fractionnaire) :

a) Poser d_; < |bv]| et trouver x_;, le symbole dans la base b correspon-
dantad_;;

b) Poserv <« bv —d_;;

c) Poseri <« i+ 1.

5. Retourner
Xp = Xm—-1Xm-2 " X1X0,X-1X-2 " X—pn.

Exemple 4.3. Soit le nombre décimal 23,31 que I'on convertit en binaire
(base 2) avec un maximum de cing chiffres apres la séparation fraction-
naire (n = 5). Le tableau 4.1 montre le processus en suivant les étapes de
I’algorithme 4.1. On obtient le résultat final en combinant la derniére colonne
du tableau 4.1 (a) lue de bas en haut avec la derniere colonne du tableau 4.1 (b)
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TAB. 4.1 - Conversion d'un nombre décimal en binaire

(a) partie entiere (b) partie fractionnaire
i v lv/2] vmod?2 x; i v 2V [2v] X_i
0 23 11 1 1 1 0,31 0,62 0 0
1 11 5 1 1 2 0,62 1,24 1 1
2 5 2 1 1 3 0,24 0,48 0 0
3 2 1 0 0 4 048 0,96 0 0
4 1 0 1 1 5 0,96 1,92 1 1

lue de haut en bas. Ainsi, la représentation binaire du 23,31 limitée a cinq
chiffres apres la virgule est 10111,01001.
O

Q Tel que mentionné ci-dessus, il est tout a fait possible de se pas-

ser de la conversion de la partie fractionnaire. Pour convertir le
nombre réel x en base b avec un maximum de n chiffres dans la
partie fractionnaire, il suffit de :

1. multiplier x par b";
2. convertir I'entier | xb™| en base b;

3. déplacer la virgule de n positions vers la gauche.

Exemple 4.4. Soit de nouveau la conversion de 23,31 en binaire avec une par-
tie fractionnaire d’au plus cing chiffres. En suivant les étapes de la remarque
ci-dessus, on a :

1. 23,31 X 2° = 23,31 X 32 = 745,92;

2. lareprésentation binaire de 745 = 29427 +2°4+2°+234+1est 1011101001;

3. enfin, en déplacant la virgule de cinq positions vers la gauche, on obtient
10111,01001, comme a '’exemple 4.3.

]
On tire une conclusion intéressante de la procédure ci-dessus. S’il existe

un entier k < n tel que la partie fractionnaire de x est un multiple de 1/b¥,
alors la multiplication de x par b* résultera en un entier. Par conséquent,
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la représentation de x en base b aura une partie fractionnaire de longueur
finie. Autrement dit, pour obtenir une représentation binaire finie, la partie

1 11

fractionnaire d’un nombre réel doit étre un multiple de g g Ce n’était

pasle cas al’exemple 4.4 (la partie fractionnaire étant 0,31), d’oul la nécessité
de limiter le nombre de chiffres apres la virgule.

4.3.3 Conversion en décimal

La conversion d'un nombre en base b vers la base 10 repose essentielle-
ment sur la définition (4.1), mais avec chaque symbole x; remplacé pour son
équivalent décimal. Un algorithme de conversion est le suivant.

Algorithme 4.2 (Conversion de la base b vers la base 10). Soit x
Xp = Xm—-1Xm—-2 " X1X0,X-1X_2 " X_n

un nombre réel en base b.

1. Poser x < O ety « 0.

2. Pouri=m—1,m—2,...,0, faire les étapes suivantes :
a) Trouver d;, le nombre décimal correspondant au symbole x; ;
b) Poser x < xb + d,;.

3. Pouri=—n,—n+1,...,—1, faire les étapes suivantes :
a) Trouver d;, le nombre décimal correspondant au symbole x; ;
b) Poser y < (y +d;)/b.

4. Retourner x + y.

On peut, ici aussi, aisément éviter de convertir la partie fractionnaire. Il
suffit de déplacer la virgule de n positions vers la droite dans le nombre x,
de maniére a obtenir un entier, de convertir ce nombre en décimal avec les
étapes 1 et 2 de 'algorithme 4.2 et, finalement, de diviser le nombre obtenu
par b".

Exemple 4.5. On convertit le nombre binaire 101011,011 en décimal. Le ta-
bleau 4.2 illustre le processus de conversion selon I'algorithme 4.2 (le chiffre
en surbrillance est celui traité lors de chaque étape de I'algorithme). Le ré-
sultat final est 43,375.

De maniére équivalente, mais plus simple, on peut déplacer la virgule
de trois positions vers la droite pour obtenir I’entier binaire 101011011. Ce
nombre est 28 + 26 + 24 + 23 4+ 2 4 1 = 347 en décimal. Enfin, 347 + 23 =
43,375. O



4.3. Conversion de base

TAB. 4.2 - Conversion d’'un nombre binaire en décimal

(a) partie entiere (b) partie fractionnaire
i d; X i d_; y
5 101011,011 1 3 101011,011 0,5
4 101011,011 2 2 101011,011 0,75
3 101011,011 5 1 101011,011 0,375
2 101011,011 10
1 101011,011 21
0 101011,011 43

Exemple 4.6. Soit le nombre hexadécimal AC2,3D8. On peut le convertir en
base 10 a partir de la définition :

AC2,3D8 = 10X 16°+12X16+2+3Xx 16" +13 X162 +8x 1673
= 2754,240234375.

4.3.4 Conversion avec des bases générales

Il existe de nombreuses bases de numération d’'usage courant ou chaque
symbole est (potentiellement) exprimé dans une base différente. On a qu’a
penser a I'heure ou a ’ensemble du systéeme de mesure impérial. Or, il peut
s’avérer utile de savoir convertir de et vers une base quelconque. Le matériel
de cette section se retrouve dans trés peu d’ouvrages d’analyse numérique
ou de statistique numérique. Pourtant, il existe quelques applications inté-
ressantes de la conversion de et vers des bases générales, comme nous le
verrons.

On peut généraliser la notion de nombre présentée dans les sections pré-
cédentes a une collection de « symboles », chacun dans une base différente.
On restreint la discussion aux entiers sans perte de généralité. On a donc

X = Xm-1Xm-2 " X1X0,

ou X,,—1 est un nombre en base b,,_1, X;;,—> €st un nombre en base b,,_»,
etc. Nous dirons que le nombre x est exprimé en base [b,,—1 byu—> ... bgl.

On a alors
i—1

[1 b (4-4)
1

m—1 i
x= > x
i=0  j=
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TAB. 4.3 - Conversion d’'un nombre décimal dans une base générale

i v b; |v/b;] vmodb; x;
0 91492 60 1524 52 52
1 1524 60 25 24 24
2 25 24 1 1 1
3 1 365 0 1 1

avecbh_; = 1.
Les algorithmes de conversion 4.1 et 4.2 demeurent essentiellement va-
lides ici. Il suffit de remplacer chaque mention de b par b;.

Exemple 4.7. Le jour de 'année et ’heure du jour est un « nombre » exprimé
en base [365 24 60 60]. En utilisant directement 1’équation (4.4), le nombre
de secondes correspondant a 1 jour, 2 heures, 33 minutes et 20 secondes
est:

1j2h33min 20 sec =1 X (24)(60)(60) + 2 X (60)(60) + 33 X 60 + 20
= 95600 secondes.

Si 'on fait la conversion en sens inverse, le nombre de jours, d’heures, de
minutes et de secondes correspondant a 91492 secondes est, en utilisant
I’algorithme 4.1 avec la base [365 24 60 60] : 1 jour, 1 heure, 24 minutes et
52 secondes (voir le tableau 4.3 pour les calculs). O

Les bases générales sont particulierement utiles pour assigner ou extraire
les éléments d'une matrice ou d’un tableau dans un ordre non séquentiel. Ty-
piquement, I'index de I’élément a traiter est le résultat d’un calcul. L’exemple
suivant illustre cette idée.

Exemple 4.8. Soit A une matrice 4 X 5 que I'on suppose remplie en ordre
lexicographique (par ligne). Il est simple de déterminer, ici, que le 14¢ élément
est as4. Or, on observe que la conversion du nombre 14 — 1 = 13 dans la
base [4 5] donne :

13+-5=2reste3 = x3=3
2+4=0reste2 = x1=2,

soit le « nombre » (2, 3). En additionnant 1 a ce résultat, on obtient précisé-
ment la position du 14¢ élément dans la matrice. Les opérations —1 et +1
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sont rendues nécessaires par le fait que les lignes et les colonnes sont nu-
mérotées a partir de 1, alors que les systemes de numération débutent a
0. O

adm | La fonction arrayInd de R permet de faire exactement ce qui est

! décrit dans I'exemple précédent, soit retourner les coordonnées
du i¢ élément d’un tableau. Consultez le code des lignes 47-67
du fichier de script arithmetique_ordinateurs.R reproduit a
la section 4.10 pour quelques exemples d’utilisation.

4.4 Unités de mesure

Les ordinateurs que nous utilisons couramment fonctionnent en base 2.
La plus petite quantité d’information qu'un ordinateur peut traiter est un bit
(compression de I'anglais binary digit). En informatique, un bit est égal a @
ou a . Le symbole du bit est b.

Un octet (byte) est un groupe de huit bits. Son symbole est o ou B. L’oc-
tet est I'unité de mesure la plus fréquemment utilisée en informatique, en
grande partie parce que le codage d’'un caractére dans la plupart des langues
occidentales requiert un octet; voir la section 4.8. Les termes pour de plus
grandes quantités de bits ou d’octets utilisent généralement les préfixes
usuels du systéme international d’unités. Par exemple :

» 1 kilooctet (ko) est 2'° = 1024 octets;
» 1 mégaoctet (Mo) est 220 = 1048 576 octets;
» 1 gigaoctet (Go) est 230 = 1073 741 824 octets.

On voit que cette pratique fort répandue entraine des distorsions par rapport
aux définitions usuelles de kilo, méga, giga, etc., et que cette distorsion s’am-
plifie au fur et a mesure que I'on grimpe dans I’échelle des tailles d’objets.
Pour cette raison, on a défini les préfixes kibi, mébi, gibi, etc., mais ceux-ci
demeurent peu utilisés a ce jour.

Dans l'industrie de I'informatique, on joue beaucoup avec les unités pour
montrer son produit sous un jour favorable. Deux exemples :

1. Les fournisseurs d’acceés Internet expriment la vitesse de téléchargement
en Mb/sec, alors que la taille des fichiers est généralement affichée en
octets. Il faut donc diviser par 8 la vitesse annoncée pour avoir une idée
plus juste du temps requis pour télécharger un fichier.
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2. Les fabricants de disques durs divisent la capacité réelle de leurs disques
par 10° pour I'exprimer en gigaoctets. Ainsi, un disque dont la capacité
annoncée est de 100 Go ne peut contenir, en fait, que 100 X 10° + 230 =
93,132 Go de données. Cette confusion serait éliminée si les fabricants
affichaient plutot une capacité de 93,132 gibioctets. Moins vendeur...

4.5 Représentation en virgule flottante

Cette section décrit la maniére standard de représenter les nombres réels
dans les ordinateurs d’usage courant. Il est utile de connaitre les grandes
lignes afin de comprendre pourquoi les nombres réels n’ont pas tous une
représentation exacte dans un ordinateur et comment surviennent et se pro-
pagent les erreurs d’arrondi. L’étude du sujet est également intéressante en
soi pour constater comment les ingénieurs et les informaticiens sont parve-
nus a stocker un maximum d’information dans un espace limité.

Tel que mentionné précédemment, la capacité de stockage d'un ordina-
teur, bien que vaste de nos jours, n’en demeure pas moins limitée. Par consé-
quent, les nombres y sont représentés par un ensemble de m bits. Habituel-
lement, m est un multiple de 2 et sa valeur détermine le type de nombre.
Par exemple, des définitions usuelles sont m = 2* = 16 pour un entier,
m = 2> = 32 pour un nombre réel en simple précision (float dans plusieurs
langages de programmation) et m = 2% = 64 pour un nombre réel en double
précision (double).

Il existe deux grandes facons de représenter les nombres (réels) a I'aide
de m bits.

Virgule fixe Dans cette représentation, la position de la virgule dans le nom-
bre est prédéterminée et, par conséquent, n’a pas besoin d’étre conser-
vée en mémoire. On réserve alors m, positions pour la partie entiere
et my pour la partie fractionnaire (avec m = m, + my). La représen-
tation en virgule fixe est particulierement utile dans les applications
financieres.

Virgule flottante Dans la représentation des nombres en virgule flottante,
celle-ci peut étre placée n'importe ou dans le nombre. L'étendue de
cette représentation est beaucoup plus grande que la virgule fixe, mais
ceci au détriment de la précision puisque quelques bits doivent étre
réservés pour stocker la position de la virgule dans le nombre.

La représentation en virgule flottante est celle utilisée dans les applications
scientifiques et celle sur laquelle nous nous concentrons dans la suite.
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sl E | F
N ) (¢ ~ J \ ~ J
mg=1 me=11 mp=52

m;64

FIG. 4.1 - Représentation schématique d’'un nombre en double précision dans
la norme IEEE 754.

La représentation en virgule flottante est analogue a la notation scien-
tifique. Le nombre réel x est entierement défini par un bit de signe S, un
exposant positif E et une mantisse M tel que

x = (—1) X BEF ¢ x M, (4.5)

ou B est la base de lareprésentation et e est un entier prédéterminé appelé le
décalage, ou le biais, de I’exposant. Le recours au décalage facilite les calculs
internes et évite de devoir réserver un autre bit pour le signe de I'’exposant en
le stockant sous forme non signée (c’est-a-dire sous forme d’entier positif).

Lanorme IEEE 754 définit la maniére standard de représenter les nombres
en virgule flottante dans les ordinateurs (IEEE, 2003 ; Wikipedia, 2012, pour
une excellente présentation). En premier lieu, la norme stipule que la base
dans la représentation est B = 2. Ceci est implicite et n’est pas stocké ou
que ce soit dans I’ordinateur. En second lieu, la norme suppose que, pour les
nombres dits normalisés, la mantisse est toujours de la forme M = 1,F, ou
F est un entier binaire. Le bit a gauche de la virgule est appelé le bit caché
puisqu’il est lui aussi implicite et non stocké dans I'ordinateur.

Nous décrivons plus en détail la norme pour les nombres réels en double
précision puisque c’est le type avec lequel R travaille toujours '. Tout d’abord,
un nombre en double précision est stocké dans un mot de m = 64 bits
(8 octets) divisé ainsi de gauche a droite : mg = 1 bit pour le signe, mp =
11 bits pour 'exposant et myp = 52 bits pour la partie fractionnaire de la
mantisse. Le premier bit du mot utilisé pour le signe est appelé le bit fort.
Voir la figure 4.1 pour une représentation schématique.

On remarque que le bit caché confére a la mantisse une longueur de mot
effective (ou précision) de 53 bits.

1. Il est possible de créer des vrais entiers dans R en ajoutant un suffixe L a un nombre
entier. Ainsi, 1L est un nombre entier dans le sens ou is.integer(1L) est TRUE. Cela est
relativement peu utilisé en programmation normale.
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TAB. 4.4 - Valeurs spéciales dans la norme IEEE 754

S E F Représentation binaire Valeur spéciale

0 0 0 E 00000000000 || 00 --- 00 0

1 0 0 [1][00000000000 |00 - 00 -0

0 2047 0 E 11111111111{{00---00 + 00

1 2047 0 E 11111111111{{00---00 — 00
Ooul 2047 F=#0 [S|[11111111111][ F | NaN“

0
% Not a number, par exemple o ou %

Le décalage est e = 2™:71 — 1 = 210 — 1 = 1023. Avec une longueur
de mot de 11 bits, les valeurs possibles de E vont de 0 a 2!' — 1 = 2047.
Cependant, les valeurs 0 et 2 047 sont réservées pour des usages spéciaux;
voir le tableau 4.4. Par conséquent, les valeurs possibles de I'’exposant (une
fois décalé) pour les nombres en double précision vont de —1 022 a 1 023.

Exemple 4.9. Tel qu’expliqué a la section 4.3.2, le nombre % possede une
représentation binaire exacte :

l =21
2
— (_1)0 X 21022—1023 X 1,0

Puisque la représentation de ’exposant est 1022;5 = 1111111110, la re-
présentation interne de % selon la norme IEEE 754 est

[o]lo1111111110][00 - 00].

1

En revanche, le nombre {5 n’a pas une représentation binaire finie. En uti-

lisant ’'algorithme 4.1, on trouve (le co6té droit de 1'égalité étant en binaire) :

110 =0,0001100110011001100110011001 ...

=2"%%1,1001100110011001 ...
= (—1)% x 2101971023 % 1 1001100110011001 ...

Or, 10195 =1111111011,, d’ou la représentation interne finie de 1—10 est

[0][01111111011][1001 - 1001 ]
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Si I'on reconvertit ce nombre en décimal, on obtient

12
274 x (1 + > 4 2‘4"‘4)> ,

k=0

un nombre pres de, mais pas exactement égal a, % (Ie programme de calcul
en multiprécision bc donne 0,09999999999999999166). Des lors, la multi-
plication de ce nombre par 10 ne donnera pas 1. Voila qui justifie le principe
de programmation énoncé a la page 2. O

Les principales caractéristiques des nombres en double précision sont
les suivantes.

1. Soit xXmax le plus grand nombre représentable. Parce que I'exposant E =
2 047 est réservé, on a

Xmax = |0][11111111110][11 - 11]
= (-1 %293 % 1,11 11
— 21023 X (2 _ 2*52)
=1,797693 x 10398,

2. Soit xXmin le plus petit nombre normalisé représentable. Parce que I'expo-
sant E = 0 est réserveé, on a

Xmin = [0][00000000001 ][00 - 00

=(—1)2%x 271922 % 1,00 00
— p—1022

=2,225074 X 107398,

Afin de rendre la transition vers 0 moins abrupte, la norme IEEE 754
définit également des nombres dénormalisés. Ceux-ci sont identifiés par
E = 0 et une partie fractionnaire F non nulle. Cependant, par définition,
les nombres dénormalisés ont E — e = —1 022 et leur bit caché est 0. Par
conséquent, le plus petit nombre dénormalisé est stocké sous la forme

[0][00000000000][00 - 01|

et sa valeur est
Xmin = (=1)? x 271922 % 0,00 - 01
— 2*1022 X 2*52

— p-1074

= 4,940656 X 10734,
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. On a la méme étendue pour les nombres négatifs, soit

[—1,797 693 X 103%8, —2 225074 x 107308
ou

[—1,797 693 X 103%, —4,940 656 X 1073%4].

en considérant les nombres dénormalisés.

. Soit € la plus petite valeur tel que 1 + ¢ # 1 dans la représentation en

virgule flottante. Cette valeur est appelée 1'epsilon de la machine ou la
précision de la machine. Or, puisque

1=(-1)%x2°%1,00- 00,
le nombre suivant est
(—1)? x 29 % 1,00 - 01.

Par conséquent, on a € = 27°% = 2,220446 x 10716,

. Tout nombre x représente en fait un intervalle de R. Par exemple, tout

nombre dans l'intervalle [1,1 + &) est représenté par le nombre 1 dans
I'ordinateur.

. On a un ensemble fini de nombres pour représenter R. Or, cet ensemble

est plus dense pres de 0 que pour les grandes valeurs. En effet, le nombre
suivant Xy, est

(1 +¢)x271022
271022

+
Xmin
= Xmin + € X
_ —-1074
= Xmin + 2 ’
alors que le nombre précédant xp,y est

X = (2= 2752 — g) x 21023

= Xpax — € X 21023
= Xmax — 2971,

L’écart entre les deux plus petits nombres représentables est donc de
27107 £ 107324 alors que celui entre les deux plus grands est de 2°7! ~
10292}
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Tout calcul impliquant un nombre x > Xpax (X < —Xmax) €ntraine un
dépassement de capacité. Habituellement, cela entraine I'arrét immeédiat des

calculs et un résultat de +oo (—o0). A I'autre bout du spectre, un calcul im-

pliquant un nombre x < Xxni, entraine un soupassement de capacité et le
résultat est habituellement considéré égal a O.

R conserve dans une liste nommée .Machine les valeurs mentionnées
ci-dessus — ainsi que plusieurs autres — pour l’architecture de I'’ordinateur
courant. Par exemple, on confirme les valeurs de &, Xmin, Xmax, B, My et mg,
dans l'ordre, pour I'architecture x86 :

> .Machine[c(1, 3:6, 11)]
$double.eps
[1] 2.220446e-16

$double.xmin
[1] 2.225074e-308

$double. xmax
[1] 1.797693e+308

$double.base
[1] 2

$double.digits
[1] 53

$double.exponent
[1] 11

c Le 1¢r décembre 2014, YouTube a annoncé que la vidéo de la chan-
son Gangnam Style avait « brisé » son compteur en dépassant le
nombre maximal de visionnements admissible, soit 2 147 483 647.
Cette limite, bien inférieure a celle des nombres réels en double
précision, provient de la représentation des nombres sous forme
d’entier signé sur 32 bits. Voir I’exercice 4.4 pour les détails.
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TAB. 4.5 - Représentation en virgule flottante simplifiée

X fl(x)
2,5 0,25000 X 10"
—42.182 —0,42182 X 10°

0,214356  0,21436 x 10°

4.6 Eléments d’arithmétique en virgule flottante

La section précédente expliquait pourquoi les nombres stockés dans un
ordinateur ne sont pas toujours ceux que 1’on croit — ou que I’on voudrait.
Puisque I'ordinateur ne peut représenter tous les nombres réels, toute opéra-
tion arithmétique avec des nombres en virgule flottante implique une erreur
d’arrondi ou de troncature (selon I'architecture de I'ordinateur) dont il im-
porte de tenir compte lors de la mise en oeuvre de certains algorithmes. Cette
section présente quelques grands principes d’arithmétique en virgule flot-
tante ainsi que de bons usages pour minimiser les erreurs d’arrondi. Consul-
ter les ouvrages Monahan (2001) ; Burden et Faires (1988) ; Knuth (1997), entre
autres, pour une discussion plus compléte de ce vaste sujet.

Aux fins de cette section, on note fl(x) la représentation en virgule flot-
tante du nombre x et I'on définit la représentation simplifiée

fl(x) = (-1)° X 10F X O,F, (4.6)

ou F compte cing chiffres significatifs, dont le dernier est arrondi. Le ta-
bleau 4.5 fournit quelques exemples.

0 Dans la norme IEEE 754, les régles d’arrondi de base sont : arron-

dir a la valeur la plus prés (0,14 devient 0,1 et 0,16 devient 0,2);
arrondir un nombre exactement a mi-chemin au nombre avec un
dernier chiffre significatif pair ou nul (0,05 devient 0,0 alors que
0,15 devient 0,2).

4.61 Erreurs d’arrondi ou de troncature

Lors de 'addition et de la soustraction de nombres en virgule flottante,
on rend les exposants égaux en déplacant les bits de la mantisse du plus
petit nombre vers la droite. Il en résulte une perte de bits significatifs et
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donc une erreur d’arrondi. Dans les cas extrémes ou les deux opérandes
sont de grandeur tres différente, le plus petit opérande devient nul suite a
la perte de tous ses bits significatifs.

La situation pour la multiplication et la division est quelque peu diffé-

rente, mais la source d’erreur d’arrondi demeure la méme.
A toute fin pratique, tout calcul fait naitre de I'erreur d’arrondi et celle-ci

augmente avec le nombre d’opérations. Les quelques principes de program-
mation ci-dessous, lorsque suivis par le programmeur prudent et conscien-

cieux, permettent d’atténuer I'impact de I'erreur d’arrondi.

(p1) L’addition et la soustraction en virgule flottante ne sont pas associatives.
Additionner les nombres en ordre croissant de grandeur afin d’accumu-

ler des bits significatifs.

(p2) Eviter de soustraire un petit nombre d’un grand, ou alors le faire le plus
tard possible dans la chaine des calculs.

(P3) Pour calculer une somme alternée, additionner tous les termes positifs
et tous les termes négatifs, puis faire la soustraction.

(P4) Multiplier et diviser des nombres d’'un méme ordre de grandeur. Si x et
7y sont presque égaux, le calcul x /7y sera plus précis en virgule flottante
que y lx.

Les exemples ci-dessous illustrent ces principes.
Exemple 4.10. Soit x = 7, y = 4 et z = 100000. Dans la représentation
simplifiée (4.6), on a fl(x) = 0,70000 X 10', fl(y) = 0,40000 % 10! et fl(z) =
0,10000 X 10°. Or, x + y + z = 100011 et
[fl(x) + fl(y)] + fl(z) = (0,70000 X 10' + 0,40000 X 10') + 0,10000 x 10°
=0,11000 X 10% 4+ 0,10000 x 10°
= 0,00001 x 10° + 0,10000 X 10°
= 0,10001 X 10°,

soit un résultat raisonnablement précis. Cependant,

fl(x) + [fl(y) + fl(z)] = 0,70000 X 10 + (0,00000 x 10° + 0,10000 x 10°)
= 0,00000 x 10° + 0,10000 x 10°
= 0,10000 X 10°.

En effectuant les opérations dans un mauvais ordre, on obtient x+ y+z = z
méme si x = 0ety = 0. O
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Exemple 4.11. Soitx =7,y =100006etz =100002.0naz—y—x = —11.
Or,

fl(z) — [fl(y) + fl(x)] = 0,10000 X 10° — (0,10000 X 10° + 0,00000 X 10°)
= 0,00000 X 10°,

alors que

[fl(z) — fl(y)] — fl(x) = (0,10000 X 10° — 0,10000 X 10°) — 0,70000 X 10*
= 0,00000 X 10' — 0,70000 x 10!
= —0,70000 x 10'.

L’exemple suivant est adapté de Monahan (2001).

Exemple 4.12. L’évaluation numérique de probabilités loin dans les queues
d’'une fonction de répartition peut s’avérer imprécise selon la technique em-
ployée. Par exemple, la fonction de répartition de la distribution logistique
est

F(x)=(14+e )L

La vraie valeur de Pr[X > 6] est 1 —F(6) =1 — (1 4+¢e %! =0,002472623.
L’évaluation de cette probabilité dans notre représentation en virgule flot-
tante avec la formule ci-dessus est

1-[1+1+fle )] =1-[1+(1+0,24788 X 1072)]
=1 -1[0,10000 X 10* =+ 0,10025 X 10")]
=1-0,99751 x 10°
= 0,10000 x 10' — 0,09975 x 10*
=0,25000 X 1072,

(Nous n’avons pas écrit les entiers en virgule flottante ci-dessus pour alléger
la notation.) Toutefois, si I’on utilise plutot la formule équivalente

1-F(6) =
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dans laquelle I'opération de soustraction entre deux nombres presque égaux
est déja effectuée, on obtient le résultat bien plus précis

1+ (1+fl(e%) =1+ (1+0,40343 x 10%))
=1+ (0,00100 X 103 + 0,40343 x 10%)
=1+ 0,40443 x 10°
=0,24726 X 1072,

Q Toutes les fonctions de calcul de fonction de répartition de R
permettent d’évaluer plus précisément les probabilités 1 — F(x)
pour une grande valeur de x en spécifiant 'option lower.tail =
FALSE.

Les deux principes ci-dessous permettent d’éviter des dépassements ou
des soupassements de capacité et d’améliorer la précision des calculs.

(P5) Chercher des formules mathématiques équivalentes évitant de devoir
traiter des tres grands ou des trés petits nombres.

(P6) Travailler en échelle logarithmique. Par exemple, le produit de deux
grands nombres x et y dépassera la capacité plus tard et demeurera
précis plus longtemps s'il est calculé sous la forme ¢'°8X 108>

Exemple 4.13. Soit X1, ..., X;,, un échantillon aléatoire tiré d’une distribution
de Pareto translatée, dont la fonction de répartition est

Fix;u,x) =1 — (i)a X > L.

On peut démontrer que I'estimateur du maximum de vraisemblance de « est

n
&= —,
In(Xy - X /X(1))

ou X() = min(Xy, ..., Xy). Soit x un objet R contenant un échantillon de

1 000 valeurs d’une distribution Pareto translatée de moyenne 5 000 (le con-
tenu de cet objet n’est pas affiché ici pour des raisons évidentes). Le calcul de
I'estimateur & directement par la formule entraine rapidement un dépasse-
ment de capacité, tant lors du produit X; - X;, que lors de I'opération X, (’“j X
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> prod(x)
[1] Inf
> min(x)Alength(x)
[1] Inf
Le résultat est donc NaN :

> length(x)/log(prod(x)/min(x)Alength(x))
[1] NaN

Selon la grandeur des données dans 1’échantillon, la formule équivalente

n
In[Ti Xi/ X

X =

peut éviter le dépassement de capacité. Elle n’est toutefois d’aucun secours
dans le présent exemple :

> length(x)/log(prod(x/min(x)))
[1] O
On remarquera de plus que cette approche nécessite un grand nombre de
multiplications (voir la section 4.6.2), en plus d’ouvrir la porte a des erreurs
d’arrondi.

Pour obtenir une réponse on utilisera plutét une autre formule algébri-
quement équivalente :

n
milnX; —nlnXq,

X =

On obtient alors
> length(x)/(sum(log(x)) - length(x) * log(min(x)))
[1] 1.398935

Cet exemple illustre combien des calculs algébriguement équivalents ne
sont pas nécessairement numériquement équivalents. O

4.6.2 Colt des opérations

Les ordinateurs modernes disposent d’une unité de calcul en virgule flot-
tante (FPU) intégrée au processeur. Cette unité est évidemment tres optimi-
sée et, par conséquent, elle accélere beaucoup le calcul en virgule flottante.
Néanmoins, certaines opérations sont plus coliteuses a réaliser que d’autres
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TAB. 4.6 - Cotlt relatif de quelques opérations en virgule flottante

Opération arithmétique  Cofit relatif

Addition et soustraction 1,0
Multiplication 1,3
Division 3,0
Racine carrée 4,0
Logarithme 15,4

en termes de temps de calcul. A titre indicatif, on trouve au tableau 4.6 le
cotit relatif approximatif de quelques opérations en virgule flottante.

A titre d’exemple, considérons le calcul d’une simple moyenne arithmé-
tique

1 n
xzﬁg‘ixi'

Si'on effectue le calcul tel qu’écrit ci-dessus, cela requiert n — 1 additions
et une division. En revanche, le calcul algébriquement équivalent

n .
x=> X
i=1

requiert n — 1 divisions et n — 1 additions. Pour n grand, utiliser la premiere
approche plutot que la seconde fera une différence.

4.7 Indice pour le probleme

La calculatrice TI-30XS MultiView conserve 13 chiffres significatifs en mé-
moire pour les calculs. Nous pourrons tenter d’expliquer les résultats du
calcul de (x —1)(x + 1) — x> + 1 al'aide de la représentation simplifiée (4.6)
en utilisant une mantisse F comptant 13 chiffres significatifs.

4.8 Codage de caractéres

Pendant que I'on discute de la représentation interne des nombres dans
un ordinateur, on peut toucher un mot de la représentation interne, ou le
codage, des caractéres. Ce sujet demeure une cible mouvante puisque de
nouveaux standards apparaissent encore apres de nombreuses années de
systemes incompatibles et basés sur la langue anglaise.



24

Arithmétique des ordinateurs

Peu importe le systéme retenu, les caractéres doivent étre codés en bi-
naire dans I'ordinateur. La partie la plus difficile consiste a créer un sys-
teme standard permettant aux ordinateurs et autres appareils numériques
de communiquer entre eux. Le premier standard d’usage courant fut le Code
américain normalisé pour 1’échange d’'information, mieux connu sous son
acronyme ASCII (ANSI, 1986). La norme ASCII définit des codes numériques
pour 128 caractéres, soit 95 affichables (lettres, chiffres, symboles divers et
I’espace) et 33 non affichables (essentiellement des caracteres de controle
tels que saut de ligne, retour de chariot ou espacement arriére).

A titre d’exemple, les lettres majuscules A-Z occupent les cases 65-90
(1000001-1011010 en binaire) alors que les lettres minuscules a-z occupent
les cases 97-122 (1100001-1111010 en binaire). On constate que les ver-
sions majuscule et minuscule d’'une méme lettre ne différent, dans leur re-
présentation binaire, que par leur second bit le plus significatif. Le change-
ment de casse d’'une lettre ou d'un mot est donc une opération tres simple
et rapide.

La représentation ASCII ne requiert en soi que sept bits. Néanmoins, on
a rapidement codé les caractéres sur un octet (huit bits) puisqu’il s’agit du
type de donnée natif des ordinateurs depuis les années 1970. L’ajout d’'un
bit a créé de I'’espace pour 128 caractéres additionnels (cases 128-255). Une
myriade de systemes de codage différents sont alors apparus pour supporter
les caracteres des langues autres que I'anglais (les caractéres accentués, par
exemple) ainsi que d’autres symboles graphiques. La norme ISO 8859-1, ou
Latin 1 (ISO, 1998), a fini par s’imposer comme 1'un des standards les plus
répandus. Ces listes de codes fixes se révélent toutefois problématiques lors
de I'apparition d'un nouveau symbole. Par exemple, pour faire de la place
pour le symbole de I’euro ala fin des années 1990, il a fallu retirer un symbole
de ISO 8859-1. Avec quelques autres changements, la nouvelle liste de code
est devenue ISO 8859-15. De plus, comment doit-on traiter les langues CJC
(chinois, japonais, coréen) qui comptent des milliers de symboles différents ?

Depuis le début des années 1990, la mondialisation de l'informatique
a suscité un effort concerté de création d'un systéeme de codage standard
couvrant la presque totalité des systémes d’écriture du monde. Le systéme
devait aussi permettre la composition de textes en plusieurs langues, par
exemple en francais et dans une écriture de droite a gauche comme 1’hébreu
ou l'arabe. Le standard ainsi créé est Unicode (Unicode Consortium, 2007).
Le plus populaire systéme de codage capable de représenter I'ensemble des
caracteres Unicode est Unicode Transformation Format 8 bits, ou UTF-8 (Uni-
code Consortium, 2007, section 3.9). Dans I'UTF-8, chaque caractére est codé
sur une suite d’'un a quatre octets et les premiers 128 caractéres sont iden-
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tiques a la norme ASCIIL. L'UTF-8 est le systeme de codage par défaut dans
macOS et les plus récentes distributions GNU/Linux.

Le systéeme R supporte les caracteres multi-octets de maniere assez ex-
haustive. Sans doute aidés en cela par le fait qu’il s’agit d’'un projet interna-
tional, les développeurs de R ont mis beaucoup d’effort pour assurer I'inter-
nationalisation et la localisation du logiciel ; voir Ripley (2005).

4.9 Solution du probleme

Nous calculons (x — 1)(x + 1) — x* + 1 avec, en premier lieu, x = 10°.
Dans la représentation interne de la calculatrice, ce nombre est stocké sous
la forme :

fl(x) = 0,1000000000000 X 10°.

Aux fins des calculs, le nombre 1 sera, quant a lui, traité comme
f1(1) = 0,0000001000000 X 10”.
Nous avons donc

[f1(x)—fI(1) [fl(x) + f1(1)] — f1(x)* + f1(1)
= (0,0999999000000 X 107)(0,1000001000000 X 107)
— 0,1000000000000 X 10'3 + 0,0000001000000 X 10°
= 0,0999999999999 x 10'* — 0,1000000000000 X 10'3
+0,0000000000001 X 10'3
= —0,0000000000001 X 103 + 0,0000000000001 x 10'3
= 0’

ce qui estle résultat attendu. On remarque que dans les opérations ci-dessus,
le nombre de chiffres significatifs nécessaire ne dépasse jamais la capacité
de 13 de la calculatrice.

Répétons ces calculs avec, cette fois, la valeur x = 108 et les représenta-
tions internes

fl(x) = 0,1000000000000 X 10°
f1(1) = 0,0000000010000 X 10°.
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14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

Nous avons

[f1(x)—fI(1) ] [fl(x) + flI(1)] — f1(x)* + f1(1)
= (0,0999999990000 X 10%)(0,1000000010000 X 10%)
—0,1000000000000 X 10'7 4+ 0,0000000010000 X 10°
= 0,1000000000000 X 10'” — 0,1000000000000 X 10*’
+ 0,0000000010000 X 10°
=0 + 0,0000000010000 X 10°
=1.

La ou le calcul de la calculatrice s’écarte de son équivalent mathématique,
c’estlors du passage de la premiére a la seconde égalité. Le produit des deux
nombres entre parentheses doit étre arrondi a 13 décimales et il en résulte
un nombre numériquement équivalent a f1(x)°.

Afin de prévenir ce genre d’erreurs, il conviendra donc de respecter les
principes de la section 4.6.

410 Code informatique

® Fichier d'accompagnement arithmetique_ordinateurs.R

###

### EXEMPLES DE CALCULS EN APPARENCE ERRONES
###

## Opérateurs d'addition et de soustraction ne respectant pas les
## régles d'arithmétique de base.

1.2 + 1.4 + 2.8 # 5.4

1.2 +1.4 + 2.8 ==5.4 # non?!\?

2.8 +1.2 + 1.4 # encore 5.4

2.8+ 1.2 +1.4==5.4 # donc addition non commutative?
2.6 - 1.4 -1.2 # devrait donner 0

2.6 - 1.5 -1.1 # correct cette fois-ci

## Division donnant parfois des résultats erronés.

0.2/0.1 == # ok
(1.2 - 1.0)/0.1 == # pourtant équivalent
0.3/0.1 == # fonctionnait pourtant avec 0.2

## Distance plus grande entre 3,2 et 3,15 qu'entre 3,10 et
## 3,15.
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38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
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3.2 - 3.15 > 0.05 # écart supérieur a 0,05...
3.15 - 3.1 < 0.05 # et cette fois inférieur a 0,05

## Valeurs inexactes dans les suites de nombres générées avec
## 'seq', qui sont générées algébriquement (par additions ou
## soustractions successives).

(a <- seq(0.9, 0.95, by = 0.01))

a==0.94 # 0.94 n'est pas dans le vecteur!
(b <= ¢(0.90, 0.91, 0.92, 0.93, 0.94, 0.95))

b ==0.94 # mais ici, out!

a-b # remarquer le 5e élément

##t#

### CONVERSION DANS DES BASES GENERALES

###

## La fonction 'arrayInd', dont la syntaxe (simplifiée) est
#i#

## arrayInd(ind, dim)

##

## retourne les coordonnées des éléments aux positions 'ind'
## dans un tableau de dimensions 'dim'. Par exemple, le 14e
## élément d'une matrice 4 x 5 remplie par colonne (ordre R)
## est en position (2, 4).

arrayInd(14, c(4, 5)) # comparer avec l'exemple 10.7

## C'est toujours un peu plus compliqué avec les tableaux. Par
## exemple, un tableau 3 x 4 x 5 doit étre vu comme cing

## matrices 3 x 4 placées les unes derriére les autres. 0u se
## trouve le 'i'eme élément?

arrayInd(8, 3:5) # élément (2, 3) de lére matrice
arrayInd(13, 3:5) # élément (1, 1) de 2e matrice
arrayInd(59, 3:5) # élément (2, 4) de 5e matrice

arrayInd(c(8, 13, 59), 3:5) # en un seul appel

411 Exercices

4.1 Convertir les nombres décimaux suivants en base 6, puis en binaire.
a) 119
b) 343
) 96
d) 43
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4.2

4-3

4.4

Convertir les nombres hexadécimaux suivants en nombres décimaux.
a) AlB

b) 12A

c) B41

d) BAFFE

a) Utiliser l'algorithme de conversion des nombres en base b vers la
base 10 et les idées de 'exemple 4.8 pour trouver une formule géné-
rale donnant la position de I’élément a; jx d’un tableau de dimensions
I X J X K dans l'ordre de la liste des éléments du tableau. Utiliser
I'ordre lexicographique ou le tableau est rempli dans I'ordre

aiil, A112s --- s A11K, A121, A122, -+

b) Répéter la partie a) en utilisant I’ordre R ou le tableau est plutot rem-
ph dans 'ordre A111,A211y -y A[11, A121, A227y - «

La plupart des langages de programmation — dont R, voir la note au bas

de la page 13 — permettent de définir des nombres entiers « stricts », par

opposition a des nombres réels qui s’averent simplement étre entiers. La

représentation de ces nombres entiers est complétement différente de

celle de la norme IEEE 754, sauf en ce qui a trait au bit fort, qui sert

toujours a stocker le signe du nombre.

Les nombres entiers sont stockés dans une représentation dite « en com-

plément a deux » (Wikipedia, 2013). Dans cette notation :

i) un entier positif est représenté en binaire de maniére usuelle, avec
le bit fort égal a O;

ii) pour un entier négatif, on inverse les bits de la représentation de sa
valeur absolue et on ajoute 1 au résultat.

Le bit fort est automatiquement mis a 1 (pour représenter un nombre

négatif) par 'opération d’inversion. Les deux opérations ci-dessus sont

équivalentes a stocker un nombre négatif x en tant que 2" — |x|.

Par exemple, la représentation sur 8 bits du nombre 5 est

0] 0000101}

Pour représenter —5, on inverse ces bits et on ajoute 1 :

[1][1r11011]

On remarque que 11111011, = 2519 = 2% — 5.
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a)

b)

9]

L’'un des avantages de la notation en complément a deux est qu’elle
évite d’avoir des représentations pour +0 et —0. Pour des entiers

de 8 bits, @ 0000000 | correspond tout naturellement a 0. A quel
nombre correspond 0000000 | selon cette notation?

Un autre avantage, plus important que celui mentionné en a), de la
notation en complément a deux est qu’elle permet d’effectuer les
opérations arithmétiques en binaire naturellement. Pour constater ce
fait, effectuer directement sur 8 bits 'opération 15 — 5 en utilisant
les notations suivantes :

i) la notation naturelle ou le bit fort représente le signe et les sept
autres bits pour représentent la valeur absolue du nombre;

ii) la notation en complément a deux.

Dans les deux cas, ignorer les éventuels dépassements de capacité
vers la gauche.

C’est maintenant le temps d’expliquer le trait d’humour dans le strip
de XKCD.com au début du document. Pour ce faire, convertir en
décimal les représentations en complément a deux sur 8 bits des
nombres de | 00000000 \ a|11111111 . Répéter I'exercice sur 16 bits.
(En fait, convertir non pas toutes les représentations, mais bien seule-
ment quelques valeurs clés qui permettront d’observer la séquence
des nombres décimaux correspondants.)

Plusieurs langages de programmation permettent de choisir parmi di-
vers types de structures de données pour représenter des nombres
réels ou des nombres entiers. Nous avons déja mentionné les types
float et double pour les nombres réels en simple et en double pré-
cision. Cette nomenclature du Fortran se perpétue dans le C et ses
nombreux dérivés. Le C dispose aussi des types int et long pour re-
présenter des nombres entiers, positifs ou négatifs. Le type int uti-
lise 16 bits d’espace mémaoire et le type long, 32 bits. Tous deux ont
recours a la notation en complément a deux. Déterminer I’ensemble
des entiers représentables pour chacun des types de données int et
long.

4.5 La norme IEEE 754 pour les nombres en virgule flottante (S,E,F) en
simple précision est le suivant :

» longueur totale de m = 32 bits;

» 1 bit pour le signe S (valeur de 0 pour un nombre positif);

» 8 bits pour I'exposant E, avec un biais de 127;
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4.6

4.7

4.8

» 23 bits pour la partie fractionnaire F.

Un nombre x est donc représenté comme
x = (—1)° x 2E7127 x 1,F.

Trouver les valeurs &, Xmax €t Xmin pour les nombres en simple précision.
Comparer les résultats avec les limites du type Single en VBA.

Représenter les nombres suivants comme des nombres en virgule flot-
tante en simple précision selon la norme IEEE 754.

a) —1234
b) 55

c) 8191
d) —10
e) %

H s

Les nombres ci-dessous sont représentés en format binaire selon la norme
IEEE 754 pour les nombres en simple précision. Convertir ces nombres
en décimal.

a) [0][00111101][10010000100000000000000 ]
b) [1][00111101[10010000100000000000000 |
c) [0][10000100][10010000100000000000000 |
d) [1][10000100][10010000100000000000000 |

Trouver, pour les nombres des parties a) et ¢) de I’exercice 4.7, le nombre
suivant et le nombre précédent en représentation binaire.

Réponses

La notation x;, signifie que le nombre x est en base b. On omet généralement
b pour les nombres en base 10.

4.1

a) 3156, 1110111,
b) 13314, 101010111,
¢) 2406, 1100000;
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d) 1114,101011,
4.2 a) 2587 b) 298 ¢) 2881 d) 765950
43a k+K(G—-1+J@{i-1))

b) i+I(j—1+J(k—1))
4.4 a) —128

b) i) —201ii) 10

d) Type Byte:{0,...,255}; type Integer: {—32768,...,32767};
type Long : {—2147483648,...,2147483 647}

4.5 € = 2723 = 1,192 X 1077, Xpmax = (2 —27%3) x 21%7 = 3,403 x 10%,
Xmin = 27129 = 1,175 X 10738 (nombre normalisé) ou Xmin = 2 ' =
1,401 X 10~* (nombre dénormalisé)

4.6 a) [1][10001001][00110100100000000000000 |
b) [0][10000100][10111000000000000000000 |
) [0][10001011][11111111111100000000000 |
d) [1]/10000010][01000000000000000000000 |
e) [0][01111110][01010101010101010101010]
f) [0][01111000][01000111101011100001010 ]|

4.7 a) 2,120229346 X 1072 b) —2,120229346 X 107%° ¢) 50,0625
d) —50,0625

4.8 a) 2,120229508 X 1072 et 2,120229185 X 10~%°
b) 50,062 503 815 et 50,062 496 185
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Resolution d'équations a une
variable

Objectifs du chapitre

» Résoudre une équation a une variable a l'aide des méthodes de la bissection,
du point fixe et de Newton-Raphson.

» Faire un choix parmi l'une des méthodes ci-dessus pour résoudre un probléme
donné.

» Déterminer si une fonction admet un point fixe dans un intervalle donné.

» Utiliser les fonctions de résolution d’équations et d’'optimisation de Excel et R.

51 Enoncé du probléme

Les fonctions décrivant les heures de lever et de coucher du soleil a Qué-
bec pour le mois de janvier 2016 sont représentées par L(x) et C(x), respec-
tivement :

L(x) = e—0.00143lx+2,016340

C(x) = e0,001312x+2,778538

ou x est le jour du mois (un entier). La fonction du nombre d’heures d’enso-
leillement pour une journée est donc H(x) = C(x) — L(x).

Pendant quel jour du mois les Québécois bénéficient-ils de g9 heures d’en-
soleillement, a une minute pres?

5.2 Mise en contexte

Ce chapitre passe en revue les méthodes les plus populaires pour ré-
soudre numériquement une équation a une variable. Ce probleme, simple

33
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seulement en apparence, survient dans une foule de domaines. Débutons
par deux exemples, tirés des mathématiques financiéres et de I'inférence
statistique.

Exemple 5.1. Un investisseur est disposé a payer k $ aujourd’hui en retour
d’'une série de n versements de 1 $, le premier dans un an. Pour déterminer le
taux de rendement qu’il exige, on doit trouver la valeur de i tel que az; = k
ou, énoncé autrement, la valeur de i tel que

1-QQ+D"
B i

Sf() —k=0.

O

Exemple 5.2. On a un échantillon aléatoire Xi, ..., X;, provenant d'une dis-
tribution binomiale négative avec fonction de masse de probabilité

x+r—1

Pr(X = x] = ( )pr(l—p)x, x=0,1,...,

r—1

ou p est supposé connu. On souhaite trouver I'estimateur du maximum de
vraisemblance du parametre 7.
La fonction de vraisemblance est

r—1

_ 1—[ <Xi+7’— 1>py(1 _p)Xi

et la fonction de log-vraisemblance est

N

l(r) = [InT(x; +7) —InT(r) —InT(x; + 1)
i=1

+rvinp + x;In(1 — p)].

-
Il

Par conséquent, 'estimateur du maximum de vraisemblance # est la solution
de

fW%zEJW):ElTufHﬁ—TW%Hnmzo,
ar =
ou ¥(x) =TI"(x)/T(x) estla fonction digamma. O

Le probléme sur lequel nous allons nous pencher consiste donc a trouver
la racine d’une fonction f(x), c’est-a-dire la solution de f(x) = 0.
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5.3 Indice pour le probléme

Nous cherchons a déterminer pour quelle valeur de x € {1,2,...,31}
la fonction H(x) vaut 9 ou, de maniéere équivalente, la racine de I’équation
H(x)—9=0.

Une technique d’essai-erreur intuitive suivrait probablement a peu preés
les étapes suivantes :

1. vérifier qu’il existe bel et bien une racine dans l'intervalle [1,31] en éva-
luant le nombre d’heures d’ensoleillement aux bornes de I'intervalle, puis
déterminer si la fonction est croissante ou décroissante sur I'intervalle
(elle est croissante dans le cas présent);

2. essayer une premiere valeur pour x et calculer la valeur de H(x);

3. sile nombre d’heures d’ensoleillement est trop élevé, diminuer la valeur
de x et si, a I'inverse, le nombre d’heures d’ensoleillement est trop faible,
augmenter la valeur de x;

4. répéter les deux étapes précédentes jusqu’a trouver la bonne valeur de x
au degré de précision désiré.

Voici une mise en ceuvre simple en R. Définissons d’abord une fonction
pour calculer le nombre d’heures d’ensoleillement H (x).

H <- function(x)
{
exp(0.001312 * x + 2.778538) -
exp(-0.001431 * x + 2.016340)

+ + + + V

}

Calculons les valeurs au début et a la fin de 'intervalle

> H(1)
[1] 8.616558
> H(31)
[1] 9.578721
Selon les valeurs a x = 1 et x = 31, le jour ou I’ensoleillement total vaut
9 semble se situer environ a la mi-mois. Essayons donc x = 15.
> H(15)
[1] 9.064084

La valeur est supérieure a 9. Le jour recherché se trouve donc entre 1 et
15. Essayons x = 10.
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> H(10)
[1] 8.903965

La valeur est inférieure a 9. Le jour recherché se trouve donc entre 10 et
15. Essayons x = 13.

> H(13)
[1] 8.999997

Nous avons trouvé la bonne valeur a une minute pres.

5.4, Methode de bissection

Toutes les méthodes numériques de résolution d’'une équation qui seront
étudiées dans ce chapitre reposent sur une procédure systématique d’essais
et d’erreurs. La procédure — ou algorithme — utilisée déterminera’efficacité
de la méthode. A ce chapitre, la méthode de bissection est la plus simple et
la plus intuitive méthode de résolution, mais aussi la moins efficace.

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] choisi de telle sorte
que f(a) et f(b) sont de signes opposés. Par le théoreme de la valeur inter-
médiaire, il existe un point x™ tel que f(x™) = 0. En d’autres mots, si une
fonction continue est d'un coté de ’axe des abscisses au début d’un inter-
valle et de 'autre coté al’autre extrémité de 'intervalle, alors elle a forcément
croisé I'axe quelque part dans I'intervalle.

L’idée de la méthode de bissection consiste a trouver la solution x™ par
essais successifs en utilisant le point milieu d’intervalles de plus en plus
petits, mais que I’on sait toujours contenir le point cherché. L’algorithme 5.1
systématise cette idée et la figure 5.1 I'illustre pour quelques itérations de
I'algorithme.

Algorithme 5.1 (Méthode de la bissection). Soit f une fonction continue sur
Uintervalle [a,b] ou f(a) et f(b) sont de signes opposés. On cherche x™ tel
que f(x*) = 0 en un maximum de Ny itérations.

1. Posern = 1.

2. Répéter les étapes suivantes.
2.1. Poser x,, = (a + b) /2.
2.2. 51 f(a)f(xy) > 0, poser a = x,, sinon poser b = x,,.
2.3.Si|Xy — Xn_1l/1xn| < €, poser x* = x,, et terminer.

2.4. Sin = Npay, terminer sans convergence.
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Premiére itération

f(x)
0

-1

-2

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Troisieme itération

f(x)
0

-1

-2
|

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

f(x)

f(x)

-1

-2

-1

-2

Seconde itération

-10 -05 00 0.5 1.0

Quatrieme itération

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

FIG. 5.1 - Illustration de la méthode de bissection. A chaque itération, les
points noirs reliés par des segments verticaux en ligne pleine identifient
les bornes de l'intervalle dans lequel on sait que se trouve la solution de
I’équation f(x) = 0. Le point rouge relié par un segment en pointillé est I’es-
sai de l'itération, c’est-a-dire le point milieu de I'intervalle. On remarquera
comment ce point devient la borne inférieure ou supérieure de l'intervalle a

I'itération suivante.

2.5.Posern = n + 1.

L’application de I'algorithme 5.1 génére une suite {x,}, n = 1,2,... qui,
si tout se passe bien, converge vers la valeur x*.
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0 500
|
1.0

T

f(x)
f(x)

0.0

-1000
| |
-1.0
[

X X

FIG. 5.2 - Deux exemples de fonctions pour lesquelles on pourrait avoir
| f(xn)| < € méme si x, > x™* ou x,, < x*. Le point identifie la véritable
racine dans chaque graphique.

Q A I’étape 2.2 de l'algorithme, le produit f(a)f (x,) permet de dé-

terminer sil’on se trouve du méme c6té de 'axe des abscisses aux
points a et x,, (produit de deux valeurs négatives ou de deux va-
leurs positives) ou de part et d’autre de I'axe (produit de valeurs
de signes opposés).

L’étape 2.3 de I'algorithme permet de valider si la procédure a convergé
vers une réponse. La valeur de ¢ sera donc en général « petite ». Ici, nous
avons utilisé I'erreur relative comme critére d’arrét. Il s’agit en général du
meilleur choix. En effet, un critere tel que |f(x,)| < & peut étre satisfait
méme si x,, > x* ou x,, < x* (voir la figure 5.2 pour deux exemples).
Quant al'erreur absolue |x,, —x;,—1| < &, I'inégalité peut étre satisfaite méme
si la suite {x,} diverge.

Le code informatique de la section 5.15 contient la définition d'une fonc-
tion bissection dont les arguments sont :

1. la fonction f(x);

2. lavaleur de a;

3. lavaleur de b;

4. la valeur de € (107° par défaut);

5. le nombre maximal d’itérations Nyax (100 par défaut);
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6. une valeur booléenne indiquant si les calculs intermédiaires doivent ou
non étre affichés a I’écran : si I'argument est TRUE, les valeurs de a, b, x,
et f(x,) sont affichées a chaque itération.

La fonction retourne une liste dont I’élément $root contient la réponse et
I’élément $nb.qiter le nombre d’itérations nécessaire pour obtenir cette ré-
ponse.

[ ,
adm | Etudiez attentivement les lignes 15-59 du fichier de script reso-
! lution_equations.Rreproduit a la section 5.15. Nous aurons re-
cours a la fonction bissection dans les exemples qui suivent.

Exemple 5.3. On cherche la racine de f(x) = x% 4+ 4x°% — 10 dans 'intervalle
[1,2]. On peut vérifier que la fonction f n’a qu'une seule racine dans cet
I'intervalle et que, de plus, f(1) = —5 et f(2) = 14. Ainsi,a = letbh = 2
constituent des valeurs de départ adéquates.

Apres 17 itérations de la fonction bissection, la réponse obtenue est,
a neuf décimales, 1,365 226 746. L’erreur d’approximation est au maximum
de

Ix* — x17] < |big — a1l = 11,365234 — 1,365227| = 0,000007
et, puisque |ag] < [x*],

Ix* —x171  |b1g — asl

=5,13x107°.
[x*| lagl

La réponse est donc exacte a au moins cingq décimales pres.

Vérifiez les résultats de cet exemple a 'aide du code des lignes
61-75 du fichier de script resolution_equations.R.

mbe
«lm

O

Exemple 5.4. La valeur actuelle d'une série de dix paiements de fin d’année
est 8,2218. Pour déterminer le taux d’intérét (ou taux de rendement, selon
le point de vue), on cherche i tel que f(i) = atg; — 8,2218 = 0.

alm | Complétez cet exemple en exécutant les lignes 77-92 du fichier de
script resolution_equations.R.

O
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5.5 Indice pour le probléeme

La méthode de bissection est en fait une systématisation de la technique
d’essai-erreur intuitive présentée précédemment.
On utilise I'algorithme 5.1 avec f(x) = H(x) —9,a =1 et b = 31.

5.6 Meéthode du point fixe

La solution de I’équation
g(x) =x

est un point fixe de la fonction g. Il s’agit du point ou les fonctions g(x) et
7y = x sont égales, c’est-a-dire la ou la fonction g croise la droite a 45° dans
le plan.

Tout probléme de recherche de racine peut étre exprimé comme un pro-
bléeme de point fixe. Par exemple, en définissant

g(x) =x— f(x),

les probléemes de trouver x tel que g(x) = x ou tel que f(x) = 0 sont
équivalents.

La méthode du point fixe repose sur le théoréme du méme nom. Celui-
ci fournit les conditions garantissant, d'une part, I’existence d'un point fixe
pour une fonction g dans un intervalle donné et, d’autre part, I'unicité de ce
point fixe. Un point fixe unique peut néanmoins exister sans que ces condi-
tions ne soient remplies.

Théoréme 5.1 (Théoreme du point fixe). Soit g une fonction continue sur un
intervalle [a, b].

1. Sig(x) € [a,b] pour tout x € [a, b], alors g a un point fixe dans [a, b].
2. Si, de plus, g’ (x) existe sur (a,b) et qu'il existe une constante k tel que

g’ (X)) <k<1
pour tout x € (a,b), alors g a un point fixe unique dans [a, b].

Démonstration. Le théoréme compte deux volets. Nous en faisons une dé-
monstration simplifiée ne reposant que sur des arguments graphiques.

1. Le premier volet garantit 'existence d'un point fixe sur [a, b] sil'image de
la fonction g se trouve aussi dans un intervalle [a, b]. Cette paire d’inter-
valles engendre le carré en pointillé que I'’on retrouve dans les graphiques
de la figure 5.3.
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En définitive, le premier volet du théoréme établit que si la fonction conti-

nue g entre dans l'intervalle [a, b] par la gauche du carré (g(x) € [a, b])

et enressort par la droite (idem), alors elle doit forcément croiser la droite

v = x. Observons le graphique (a) de la figure 5.3 :

» g(x) € [a,b] pour tout x € [a, b], donc un point fixe existe nécessai-
rement;

» h(x) & [a,b] pour tout x € [a, b], donc la fonction n’a pas nécessai-
rement de point fixe dans [a, b];

» k(x) & [a,b] pour tout x € [a, b], mais un point fixe demeure néan-
moins possible.

2. Le second volet garantit I'unicité du point fixe sila pente de la fonction sur
(a, b) n’excede jamais 1. Cette condition empéche la fonction de croiser
la droite v = x une premieére fois et de la croiser de nouveau suite a une
forte augmentation. Comparons les deux fonctions du graphique (b) de
la figure 5.3 :

» g'(x) < 1 pour tout x € (a,b), donc g(x) croise y = x en un seul
point et le point fixe est unique;

» h(x) € [a,b] pour tout x € [a,b], mais h'(x) > 1 pour x € (a,b),
ce qui ouvre la porte a des points fixes multiples, tel qu'illustré.

O

Le théoréme suivant, donné sans preuve, établit véritablement la procé-
dure qui sera utilisée par la méthode numérique pour trouver le point fixe
d'une fonction.

Théoreme 5.2. Siles deux conditions du théoréme 5.1 sont satisfaites, alors la
série {x, = g(x,-1)} converge vers un point fixe unique dans [a, b].

Tel que mentionné au début de la section 5.4, toutes les méthodes numé-
riques — et la méthode du point fixe ne fait pas exception — procedent par
essais et erreurs, mais de maniére systématique. Le théoreme 5.2 nous dit
que pour trouver un point fixe, le meilleur essai x,, a faire est la valeur de
la fonction g a I'essai précédent, g(x,—-1). La figure 5.4 illustre comment la
suite des essais successifs peut converger vers le point fixe.

Nous pouvons des lors composer un algorithme de résolution par la mé-
thode du point fixe.

Algorithme 5.2 (Méthode du point fixe). Soit g une fonction et x, une valeur
de départ. On cherche x* tel que g(x*) = x* en un maximum de Npax
itérations.
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() existence du point fixe (b) unicité du point fixe

FIG. 5.3 - Exemples de graphiques permettant de faire la démonstration du
théoreme du point fixe

n [o0]
0 | 0 |
o \ <
o | 0
E = .
> ° o
o0 | S -
~
© —
o _| 7 ™~
~oT T T T T T T T T T T
7.0 7.5 8.0 8.5 76 78 80 82 84 86 8.8
X X

FIG. 5.4 - Illustrations de la méthode du point fixe pour une fonction dé-
croissante et pour une fonction croissante. Les points rouges identifient les
essais successifs, le premier étant, ici, le point le plus a gauche dans les
graphiques. Les fleches illustrent comment est déterminé I’essai suivant. La
relation x,, = g(x,—1) implique que I'abscisse d’'un essai correspond a la
projection de 'ordonnée de I’essai précédent sur la droite y = x.
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1. Posern = 1.
2. Répéter les étapes suivantes.
a) Poser x,, = g(xu-1).
b) Si|xn — Xn_1l/1xn| < &, alors poser x* = x, et terminer.
c) Sin = Nnax, terminer sans convergence.
d) Posern =n + 1.

Q Comme on peut le déduire des illustrations de la figure 5.4, la
rapidité de la convergence est fonction de g’ (x) : plus la pente
est faible, plus la convergence est rapide, et vice versa.

Le code informatique de la section 5.15 définit une fonction pointfixe
similaire a la fonction bissection présentée a la section 5.4. Ses arguments
sont d’ailleurs les mémes, sinon que les points a et b sont remplacés par
une valeur de départ x,.

mbe | .

adm | Etudiez attentivement les lignes 95-126 du fichier de script re-
solution_equations.R reproduit a la section 5.15. Nous aurons
recours a la fonction pointfixe dans les exemples qui suivent.

Exemple 5.5. On répéte I'exemple 5.4 a 'aide de la méthode du point fixe,
soit trouver le taux d’'intérét i tel que ajg; = 8,2218. On a déja déterminé a
I'exemple 5.4 que le taux d’intérét se trouve dans l'intervalle [0,035, 0,040].
On peut exprimer le probléme sous forme de point fixe ainsi : trouver la
valeur de i tel que

1- (14491

90 =" g !

alm | Exécutez le code des lignes 128-147 du fichier de script resolu-

! tion_equations.R pour calculer le point fixe de la fonction g (i)
ci-dessus.

I faut 34 itérations pour obtenir la convergence avec un critére identique
a celui utilisé avec la bissection. Pour ce type de probléeme, la méthode du
point fixe n’est pas la plus efficace. O
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Exemple 5.6. On répéte I'’exemple 5.3 a 'aide de la méthode du point fixe,
a savoir : trouver la racine de f(x) = x° 4+ 4x° — 10 = 0 dans l'intervalle
[1,2].

Il y a plusieurs facons d’exprimer le probléme de recherche de racine en
termes de point fixe. Examinons cinq différentes fonctions toutes algébri-
quement équivalentes :

gi(x) =x—x%—4x?+ 10
10 1/2

g2 (x) = (7 - 4x)
X

1
g3(x) = 5(10 —x3H1/2

x3 +4x°-10
3x2 + 8x

Il est laissé en exercice de vérifier que, dans chacun des cas, la racine de f(x)
est le point fixe de g;(x),i =1, ..., 5.

Les graphiques des cinq fonctions ci-dessus se trouvent a la figure s5.5.
L’examen de ces graphiques permet de déterminer, avant de faire quelque
calcul que ce soit, pour quelles fonctions la procédure itérative du point fixe
convergera ainsi que les taux de convergence relatifs, le cas échéant.

gs(x) = x —

alm | Complétez cet exemple en exécutant les lignes 149-181 du fichier
de script resolution_equations.R.
O

5.7 Indice pour le probleme

Pour utiliser I'algorithme du point fixe 5.2, il faut exprimer notre pro-
bléme de recherche du jour du mois ou I’ensoleillement est de 9 heures sous
la forme g(x) = x.

Nous pourrions simplement réécrire I’équation de départ H(x) = 9 sous
la forme H(x) — 9 + x = x. Seulement, la pente de cette fonction est tres
pres de 1 et la méthode du point fixe serait donc trés lente.

Isolons donc plutot une valeur de x dans ’équation de départ

0,001312x+2,778538 __ ,—0,001431x+2,016340 _ 9

e e
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« _| © _|
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(a) fonction g; (x)
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s < 3 < |
— -
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(c) fonction g3 (x) (d) fonction g4(x)

18

gs(x)

14

1.0

(e) fonction gs(x)

FIG. 5.5 - Graphiques des cing fonctions de I'exemple 5.6
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En isolant le x dans la premiére exponentielle, cette équation se réécrit
ln(g + e—0,001431x+2,016340) ) 778538
B 0,001312 '
Nous pourrions donc utiliser ’algorithme du point fixe avec la fonction
(9 + e~0:001431x+2,016340y _ 5 778538
0,001312 '

On peut vérifier graphiquement que la pente de cette fonction est beaucoup
plus faible que celle de H(x) — 9 + x.

g(x) =

5.8 Meéthode de Newton-Raphson

La méthode de Newton-Raphson est I'une des plus populaires et puis-
santes méthodes numériques de résolution d’équations a une variable. Les
algorithmes plus élaborés qui existent aujourd’hui sont d’ailleurs souvent
basés sur cet algorithme.

L’étude de la méthode de Newton-Raphson nous rameéene au probléeme
de recherche de la racine x* d’une fonction f(x), c’est-a-dire la solution de
f(x) = 0.1y aplusieurs maniéres d’'introduire cette méthode de résolution.
Nous privilégierons une approche graphique.

Dans la méthode de Newton-Raphson, les essais successifs sont détermi-
nés en utilisant les points ou la tangente de la fonction f a I’essai précédent
croise 'axe des abscisses; voir la figure 5.6 pour une illustration.

Une premiere justification mathématique de la méthode va comme suit.
Soit X un point « prés » de la racine x* et tel que f(X) # 0. Comme on peut
le voir a la figure 5.6, la tangente de f en X croise I'abscisse en un point X
«prés » de x*. Ainsi, le point X est tel que

TR =0 _ s,
X=X
d’ou
x* =%
. f®
e

On peut également justifier la formule précédente a I'aide du développe-
ment de Taylor de f(x) autour de X :

f(x) = f()z) +(x — k)f’(k) + #f (x) + ...
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15

1.0

f(x)
0.5
|

0.0

-0.5 0.0 0.5 1.0

FIG. 5.6 - Illustration de la méthode de Newton-Raphson. Les points rouges
identifient les essais successifs, le premier étant, ici, le point le plus a droite
dans le graphique. Les fleches illustrent comment est déterminé 1'essai sui-
vant. On trace la tangente en un point; le prochain essai est la valeur en
abscisse ou cette tangente croise I'axe.

Toujours en supposant que X est prés de x™, on a

(x* —%)°
2

ou I'on peut considérer les termes de puissance 2 et plus dans le développe-

ment comme négligeables. On obtient alors I'approximation

f(x)
fr(x)

Tel qu’illustré a la figure 5.6, on peut répéter la procédure ci-dessus si le
point X est trop ¢éloigné de la racine x*. On utilise alors X comme nouveau

f(xF) =0=f(X) + " =% f (%) + frE) +

x*=x -
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point ou 'on calcule la tangente, et ainsi de suite jusqu’a I'obtention d’une
«bonne » approximation.

Formellement, soit f une fonction différentiable sur [a, b] et x* € [a, b].
Alors x™* peut étre obtenu comme le point de convergence de la série {x,}
définie par
f (Xn—l)

S (xn-1)’
avec X une valeur de départ quelconque. L’algorithme 5.3 systématise cette
procédure.

Xn = Xn-1—

Algorithme 5.3 (Méthode de Newton-Raphson). Soit f une fonction continue
et différentiable sur lintervalle [a, b]. On cherche x* tel que f(x*) = 0 en
un maximum de Ny, itérations avec une valeur de départ xy.

1. Posern = 1.
2. Répéter les étapes suivantes.
a) Poser xy, = xpn—1 — f(xn-1)/f (Xn-1).
b) Sil|xn, — Xn_1l/1xn| < &, alors poser x* = x,, et terminer.
c) Sin = Npa, terminer sans convergence.
d) Posern =n+ 1.

Q L'examen attentif de la méthode de Newton-Raphson revele qu'il
s’agit en fait d'une procédure de point fixe avec

S
frx)
La méthode de Newton-Raphson nous fournit donc la « bonne »

fonction g a utiliser dans la méthode du point fixe pour trouver
la racine de la fonction f.

g(x) =x

On peut démontrer que si f est doublement différentiable sur [a, b] et
que x* € [a,b] est tel que f(x*) = 0 et f'(x*) # 0, alors il existe un
§ > 0 tel que la série {x,} converge vers x™* pour tout xy € [x* —§,x* +5].
Autrement dit :

» les hypotheses du théoréme 5.1 sont satisfaites;

» la méthode de Newton-Raphson fonctionne toujours avec un « bon » choix
de valeur de départ xy.
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Le code informatique de la section 5.15 définit une fonction nr similaire
a la fonction pointfixe présentée ala section 5.6, sauf qu’on y a ajouté un
argument pour la dérivée de la fonction f(x).

mbe | .

adm | Ftudiez attentivement les lignes 184-221 du fichier de script re-
solution_equations.R reproduit a la section 5.15. Nous aurons
recours a la fonction nr dans les exemples qui suivent.

Exemple 5.7. Reprenons l'exemple 5.5 de calcul d'un taux de rendement,
cette fois a I’aide de la méthode de Newton-Raphson. Vous savez peut-étre
de votre cours de mathématiques financiéres que la méthode de Newton-
Raphson est la plus efficace pour résoudre ce genre de probleme. La figure 5.7
illustre pourquoi elle est plus efficace que la méthode du point fixe : la fonc-

tion
f()
S (1)

avec f (i) = axn; — k est beaucoup plus plate que la fonction

gi)=1i-—

n

k

gli) =

utilisée a I'exemple 5.5.

3
alm | Exécutez le code des lignes 223-244 du fichier de script resolu-
tion_equations.R pour calculer la racine de f(i) = an; — k.

La méthode de Newton-Raphson ne requiert donc que 2 itérations pour
obtenir un résultat équivalent a celui obtenu par la méthode du point fixe
avec la fonction g de ’exemple 5.5 en 34 itérations. O

Exemple 5.8. Revisitons 'exemple 5.3 ou nous recherchions la racine de la
fonction f(x) = x> +4x%—10 dans l'intervalle [1,2].Ona f'(x) = 3x2+8x,
d’ou f'(x) # 0 pour tout x € [1,2]. La méthode de Newton-Raphson dicte
en définitive de rechercher le point fixe de la fonction

S(x)
S (x)

x® +4x% - 10
T 3x2+ 8x

g(x) =x —
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0.040

()

0.035 0.036 0.037 0.038 0.039
|

I I I I I I
0.035 0.036 0.037 0.038 0.039 0.040

FIG. 5.7 - Fonction g (i) = i— f(i)/f' (i) ou f(i) = (1—(1+1)'°)/i—8,2218
pour 0,035 < i < 0,040 (ligne épaisse) et la droite y = i (ligne mince)

Celle-ci est présentée a la figure 5.8. On constate que la procédure itérative
de Newton-Raphson convergera rapidement vers une racine unique dans
I'intervalle [1, 2]. En effet :

> f <— function(x) xA3 + 4*xA 2 - 10
> fp <- function(x) 3#xA2 + 8 * X

> nr(f, fp, start = 1.5)

$root

[1] 1.36523

$nb.iter

(1] 3

Si vous étes attentif, vous aurez remarqué que la fonction g utilisée ici
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9(x)
1.4 1.6 1.8 2.0

1.2

1.0

FIG. 5.8 - Fonction g(x) = x — f(x)/f (x), ou f(x) = x> + 4x* — 10

était la fonction gs dans I'exemple 5.6, celle pour laquelle la convergence
de la méthode du point fixe était la plus rapide. C’est précisément ce que
mentionnait la remarque suivant I'algorithme 5.3, a la page 48. O

Exemple 5.9. Cet exemple illustre I'importance d’utiliser, pour certaines
fonctions, une valeur de départ prés de la racine. La fonction f(x) = (4x —
7)/(x —2) aune racine en x = 1,75 et une asymptote en x = 2, ce qui cause
quelques soucis. (Voir la figure 5.9 pour un graphique de cette fonction.)

On peut tenter de trouver numériquement la racine de la fonction f(x)
avec l'algorithme de Newton-Raphson en utilisant

f(x) =

4x — 7
x—2
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20

10
|

f(x)

FIG. 5.9 - Fonction f(x) = (4x —7)/(x — 2) (ligne épaisse), asymptote (ligne
pointillée) et tangente en x = 1,5 (ligne traitillée)

et

1

f(x) = —m,

ou encore directement par I'algorithme du point fixe avec

AT
S (x)
= 4x°? — 14x + 14.

g(x) =

Le graphique de la fonction g(x) ci-dessus se trouve a la figure 5.10. On
notera toutefois que le point fixe en x = 2 n’est pas une solution acceptable
dans le probléme d’origine.
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FIG. 5.10 - Fonction g(x) = 4x° — 14x + 14

On constate également dans cette derniére figure que les hypotheéses
pour 'existence et I'unicité d’'un point fixe — et, donc, pour la convergence
de la méthode de Newton-Raphson — ne sont pas rencontrées. La valeur de
départ utilisée aura donc un impact sur la réponse obtenue.

alm | Complétez cet exemple en exécutant les lignes 246-279 du fichier
de script resolution_equations.R.

O

Le principal inconvénient de la méthode de Newton-Raphson demeure le
fait de devoir connaitre la dérivée de la fonction f. Dans les cas ou celle-ci
s’avere difficile ou inefficace a calculer, on peut utiliser la méthode de la sé-
cante. Avec cette méthode, plutot que d’utiliser la tangente en un essai pour
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déterminer la valeur de l’essai suivant, on a recours a la sécante entre les
deux essais précédents; voir la figure 5.11. Les valeurs des essais successifs
sont alors données par :

f(xn—l)(xn—l - xn—Z)

Jfxn-1) — f(xn—2) ’

Xn = Xp-1 —

avec Xy, x1 des valeurs de départ.

5.9 Indice pour le probleme

Nous revenons au probléme de départ exprimé sous la forme f(x) =
H(x) — 9 = 0. La fonction des heures d’ensoleillement H étant simple a
dériver, la méthode de Newton-Raphson est simple a appliquer. En effet,

f(x)=H(x) -9

0,001312x+2,778538 _ ,—0,001431x+2,016340 __ 9

=e e

d’ou
f’ (X) — 0’001312e0,001312X+2,778538 + 0’001431e*0,00143lx+2,016340.

Il ne reste qu’a appliquer 'algorithme 5.3 avec les fonctions f(x) et f'(x)
ainsi qu’une valeur de départ xo € {1,2,...,31}.

510 Fonctions d'optimisation dans Excel et R

Les méthodes de bissection, du point fixe, de Newton-Raphson et autres
permettent de résoudre des équations a une variable de la forme f(x) = 0
ou g(x) = x. Il existe également des versions de ces méthodes pour les
systemes a plusieurs variables comme

S1(x1,x2,x3) =0
So(x1,x2,x3) =0
S3(x1,x2,x3) = 0.

De tels systémes d’équations surviennent plus souvent qu’autrement lors
de I'optimisation d'une fonction. Par exemple, en recherchant le maximum
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f(x)
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0.0 0.5 1.0 15 2.0

FIG. 5.11 - Illustration de la méthode de la sécante. Cette méthode requiert
deux essais initiaux. Dans le graphique, il s’agit, dans l'ordre, du point a
I'extréme gauche et celui a 'extréme droite. Les fleches illustrent comment
est déterminé I'essai suivant. On trace la sécante entre deux points et le
prochain essai est la valeur en abscisse ou cette sécante croise 1’axe.

ou le minimum d'une fonction f(x, y), on souhaitera résoudre le systeme
d’équations

0
— flx,¥)=0
0x
0
— f(x,y)=0.
oy
La grande majorité des suites logicielles comportent des outils d’optimi-

sation de fonctions. Ce document passe en revue les fonctions disponibles
dans Excel et R.
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51041 Solveur de Excel

Le principal outil d’optimisation utilisé dans Excel est le Solveur. La ru-
brique d’aide de cet outil est compléte et on trouvera plusieurs exemples
dans le classeur SOLVAMP.XLS livré avec Excel.

Le reste de cette section est dévolu a des fonctions d’optimisation de R.

510.2 Fonction uniroot

La fonction uniroot recherche la racine d'une fonction dans un inter-
valle. C’est donc la fonction de base pour trouver la solution (unique) de
I’équation f(x) = 0 dans un intervalle déterminé.

5.10.3 Fonction optimize

La fonction optimize recherche le minimum local (par défaut) ou le maxi-
mum local d'une fonction dans un intervalle donné.

510.4 Fonction nlm

La fonction nlm minimise une fonction non linéaire sur un nombre arbi-
traire de parametres.

510.5 Fonction nlminb

La fonction nlminb est similaire a nlm, sauf qu’elle permet de spécifier
des bornes inférieure ou supérieure pour les parametres. Attention, toute-
fois : les arguments de la fonction ne sont ni les mémes, ni dans le méme
ordre que ceux de n'lm.

5.10.6 Fonction optim

La fonction optim est 'outil d’optimisation tout usage de R. A ce titre, la
fonction est souvent utilisée par d’autres fonctions. Elle permet de choisir
parmi plusieurs algorithmes d’optimisation différents et, selon I’algorithme
choisi, de fixer des seuils minimum ou maximum aux parametres a optimi-
ser.

510.7 polyroot

En terminant, un mot sur polyroot (), qui n’est pas a proprement parler
une fonction d’optimisation, mais qui pourrait étre utilisée dans ce contexte.
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La fonction polyroot calcule toutes les racines (complexes) du polynéome
>t oaix'. Le premier argument est le vecteur des coefficients ag, a1, ..., dn,
dans cet ordre.

alm | Leslignes 282-432 du fichier de script resolution_equations.R

! reproduit a la section 5.15 fournissent des exemples d'utilisation

des fonctions R d’optimisation. Prenez le temps d’étudier ce code
attentivement.

511 Indice pour le probléme

La fonction uniroot permet de trouver la solution a I’équation f(x) = 0
dans un intervalle déterminé. Nous pourrons donc I'utiliser dans la solution
en fin de chapitre pour confirmer les autres résultats.

512 Astuce Ripley

Jai appris le truc suivant dans une publication de Brian Ripley — un
important développeur de R — dans les forums de discussion de R. Il m’a
été tres utile a de nombreuses reprises, alors je le dissémine.

Une application statistique fréquente de I'optimisation est la maximisa-
tion numérique d’une fonction de vraisemblance ou, plus communément, la
minimisation de la log-vraisemblance négative

—1(0) = = > Inf(x;;0).

i=1

Les fonctions d’optimisation sont d’ailleurs illustrées dans ce contexte dans
le code informatique de la section 5.15.

En actuariat, nous utilisons principalement des lois de probabilité dont
les parametres sont strictement positifs. Or, en pratique, il n’est pas rare
que les fonctions d’optimisation s’égarent dans les valeurs négatives des pa-
rametres. La fonction de densité n’étant pas définie, la log-vraisemblance
vaut alors NaN et cela peut faire complétement dérailler la procédure d’opti-
misation ou, a tout le moins, susciter des doutes sur la validité de la réponse.

Afin de remédier a ce probléme, I’Astuce Ripley™ propose d’estimer non
pas les parametres de la loi eux-mémes, mais plutdt leurs logarithmes. Si
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'on définit & = In 0, alors on peut écrire la fonction de log-vraisemblance
ci-dessus sous la forme

—1(0) = — Z lnf(xi;eé).

i=1

Dés lors, 0 (qui peut représenter un ou plusieurs paramétres) demeure valide
sur tout l'axe des réels, ce qui permet d’éviter bien des soucis de nature
numeérique lors de la minimisation de —1(6).

Evidemment, le résultat de I'optimisation est I’estimateur du maximum
de vraisemblance de .11 faudra donc veiller a faire la transformation inverse
pour retrouver ’estimateur de 6.

L'utilisation de I’Astuce est illustrée dans le code informatique du fichier
de script resolution_equations.R reproduit a la section 5.15.

u Une vidéo explicative vous aidera sans doute a mieux comprendre
le fonctionnement de 1’Astuce Ripley (2. Vous verrez, c’est tout
simple, en fait.

543 Outils additionnels

Les paquetages disponibles sur CRAN fournissent plusieurs autres outils
d’optimisation pour R. Pour un bon résumé des options disponibles, consul-
ter la CRAN Task View @ consacrée a I'optimisation.

514 Solution du probléme

Nous résolvons avec R notre probléme consistant a trouver la valeur de
x tel que H(x) = 9 avec les méthodes numériques étudiées dans ce chapitre.
Les fonctions bissection, pointfixe et nr ci-dessous sont celles tirées du
code informatique de la section 5.15.

Méthode de bissection : résolution de H(x) — 9 = 0.

> H <- function(x)
+ exp(0.001312 * x + 2.778538) -
+ exp(-0.001431 * x + 2.016340)


https://youtu.be/-8UQTJtAHw0
https://cran.r-project.org/web/views/Optimization.html

5.14. Solution du probléme 59

> bissection(FUN = function(x) H(x) - 9,
+ lower = 1, upper = 31)
$root

[1] 13.00008

$nb.iter
[1] 22

Méthode du point fixe : résolution de g(x) = x avec la fonction g de
I’encadré de la page 46.

> g <- function(x)

+ (log(9 + exp(-0.001431*x+2.016340)) - 2.778538) /
+ 0.001312

> pointfixe(g, start = 15)

$fixed.point

[1] 13.00008

$nb.iter
[1] 18

Méthode de Newton-Raphson : résolution de f(x) = H(x) — 9 = 0 avec
les fonctions f et f' de I’encadré de la page 54.

> f <- function(x) H(x) - 9

> fp <- function(x)

+ 0.001312 * exp(0.001312 * x + 2.778538) +

+ 0.001431 * exp(-0.001431 * x + 2.016340)
> nr(f, fp, start = 15)

$root
[1] 13.00008

$nb.iter
[1] 2

Vérification avec la fonction uniroot.

> uniroot(f, c(1l, 31))$%root
[1] 13.00008
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515 Code informatique

Q® Fichier d'accompagnement resolution_equations.R

###
###
#H##

METHODE DE BISSECTION

## Fonction pour trouver la solution de '"FUN'(x) = 0 par la
## méthode de bissection, ou 'FUN' est une fonction continue
## sur 1'intervalle ['lower', 'upper'].

bissection <- function(FUN, lower, upper, TOL = 1E-6,

{

MAX.ITER = 100, echo = FALSE)

## Cas triviaux ol une borne est la solution
if (identical(FUN(lower), 0))

return(lower)
if (identical(FUN(upper), 0))

return(upper)

## Bornes de départ inadéquates
if (FUN(lower) * FUN(Cupper) > 0)
stop('FUN(lower) and FUN(upper) must be of opposite signs')

x <- lower
i<-1

repeat

{
xt <- X
x <— (lower + upper)/2
fx <- FUN(X)

if (echo)
print(c(lower, upper, x, fx))

if (abs(x - xt)/abs(x) < TOL)
break

if (MAX.ITER < (i <= 1 + 1))
stop('Maximum number of iterations reached
without convergence')

if (FUN(lower) * fx > 0)
lower <- x
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else
upper <- X
}
list(root = x, nb.iter = 1)

}

## RACINE D'UN POLYNOME

##

## La fonction dont on cherche la racine
f <— function(x) xA3 + 4*xA2 - 10

## Un graphique de la fonction permet de vérifier qu'elle ne
## posséde qu'une seule racine sur un intervalle donné ainsi
## que des valeurs de départ pour 1'algorithme.

curve(f(x), xlim = c(0, 3), lwd = 2) # graphique sur [0, 3]
abline(h = 0) # axe des abscisses

## Résolution. Nous utilisons a = 1 et b = 2 comme valeurs de
## départ. Nous pourrions choisir des valeurs de départ plus
## preés de la racine, ce qui accélérerait la résolution.
bissection(f, lower = 1, upper = 2, TOL = 1E-5, echo = TRUE)

## VALEUR ACTUELLE

##

## La fonction dont on cherche la racine

f <= function(x) (1 - (1 + x)A(-10))/x - 8.2218

## Graphique de la fonction sur un intervalle "raisonnable"
## dans lequel on peut pressentir que se trouvera la réponse.
## Ici, on y va pour un taux d'intérét se trouvant entre 1 %
## et 10 %.

curve(f(x), xlim = c(0.01, 0.10), lwd = 2)

abline(h = 0)

## Le graphique permet de déterminer a 1'oeil que la racine se
## trouve entre 3 % et 4 %. Résolution avec la fonction

## 'bissection'.

bissection(f, lower = 0.03, upper = 0.04)

###

### METHODE DU POINT FIXE
###

## Fonction pour trouver la solution de 'FUN'(x) = x par la
## méthode du point fixe a partir d'un essai initial 'start'.
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pointfixe <- function(FUN, start, TOL = 1E-6, MAX.ITER = 100,
echo = FALSE)
{

X <- start

if (echo)

expr <- expression(print(xt <- x))
else

expr <— expression(xt <- x)

i<-0

repeat

{

eval(expr)
X <- FUN(xt)

if (abs(x - xt)/abs(x) < TOL)
break

if (MAX.ITER < (i <= i + 1))
stop('Maximum number of iterations reached
without convergence')
}
list(fixed.point = x, nb.iter = 1)
}

## VALEUR ACTUELLE (bis)

#i#

## La fonction dont on cherche le point fixe.
g <- function(x) (1 - (1 + x)A(-10))/8.2218

## Un graphique de la fonction permet de vérifier que les
## conditions pour qu'il existe un point fixe unique dans
## 1'intervalle [0,035, 0,040] sont satisfaites. Cependant, la
## forme de la courbe (pente prés de 1) nous indique que la
## convergence sera relativement lente.
f <- function(x) x # pour tracer la droite y = x
1im <- c(0.035, 0.040) # intervalle [a, b]
curve(g, xlim = lim, ylim = 1lim, lwd = 2,
xlab = "i", ylab = "g(i)")

curve(f, add = TRUE)
polygon(rep(lim, each = 2), c(lim, rev(lim)),

1ty = "dashed", border = "blue")
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## Résolution avec la fonction 'pointfixe'.
pointfixe(g, start = 0.0375, echo = TRUE)

## POLYNOME (bis)

##

## Nous cherchons la racine de f(x) = xA3 + 4 * xA2 - 10 en
## exprimant le probléme sous forme de point fixe. Les cing
## fonctions ci-dessous sont toutes algébriquement

## équivalentes, c'est-a-dire que g(x) = x lorsque f(x) = 0.
gl <- function(x) x — xA3 - 4 * xA2 + 10

g2 <- function(x) sqrt(10/x — 4*x)

g3 <- function(x) sqrt(10 - xA3)/2

g4 <- function(x) sqrt(10/(4 + x))

g5 <- function(x) x — (XA3 + 4*xA2 - 10)/(3#xA2 + 8*X)

## Si1 les fonctions sont algébriquement équivalentes, elles ne
## le sont pas numériquement devant la méthode du point fixe.
## Ainsi, avec la fonction 'gl', la procédure diverge.

## (Remarque: la fonction 'poinfixe' ne prévoit pas de message
## d'erreur pour ce cas. Qu'ajouteriez-vous a la fonction?)
pointfixe(gl, 1.5)

pointfixe(gl, 1.5, echo = TRUE) # plus évident ainsi

## Avec la fonction 'g2', la procédure s'arréte lorsqu'il faut
## calculer la racine carrée d'un nombre négatif.
pointfixe(g2, 1.5)

## Avec les trois autres fonctions, la méthode du point fixe
## est extrémement rapide et précise. Une analyse rapide des
## graphiques fournis dans le chapitre nous permettrait de
## déterminer avec quelle fonction la convergence serait la
## plus rapide. En effet, c'est la fonction 'g5s' qui a la
## pente la plus faible prés de son point fixe.
pointfixe(g3, 1.5)

pointfixe(g4, 1.5)

pointfixe(g5, 1.5)

###

### METHODE DE NEWTON-RAPHSON
###

## Fonction pour trouver la solution de 'FUN'(x) = x par la
## méthode de Newton-Raphson a partir de sa dérivée 'FUNp' et
## d'un essai initial 'start'.
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##
## On ajoute une amélioration par rapport aux fonctions
## 'bissection' et 'pointfixe', soit la possibilité de passer
## des arguments additionnels aux fonctions 'FUN' et 'FUNp'
## via 1'argument '...'
nr <- function(FUN, FUNp, start, TOL = 1E-6,
MAX.ITER = 100, echo = FALSE, ...)
{

X <- start

if (echo)

expr <- expression(print(xt <- x))
else

expr <— expression(xt <- x)

i<-0

repeat

{

eval(expr)
x <—- xt - FUN(xt, ...)/FUNp(xt, ...)

if (abs(x - xt)/abs(x) < TOL)
break

if (MAX.ITER < (i <= i + 1))
stop('Maximum number of iterations reached
without convergence')
}
list(root = x, nb.iter = 1)

}

## VALEUR ACTUELLE (ter)

##

## Nous effectuons de nouveau le calcul d'un taux de

## rendement, cette fois avec la méthode de Newton-Raphson. La
## convergence devrait étre plus rapide qu'avec la méthode du
## point fixe puisque la fonction g(i) = 1 - f(i)/f'(i) est
## plus plate que celle utilisée avec la méthode du point

## fixe. Premiérement, la fonction dont on cherche la racine.
f <- function(i) (1 - (1 + i)A(-10))/i - 8.2218

## Sa dérivée.
fp <- function(i) (10 * i * (1 + i)A(-11) + (1 + i)A(-10) - 1)/iA2
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## Résolution avec la fonction 'nr'.
nr(f, fp, start = 0.0375, echo = TRUE)

## A noter que si la fonction g est définie adéquatement, nous
## pouvons de maniere tout aussi équivalente utiliser la

## fonction 'pointfixe' pour effectuer les itérations de la
## méthode de Newton-Raphson.

g <- function(i) i - f@)/fp(i)

pointfixe(g, 0.0375, echo = TRUE)

## CAS PATHOLOGIQUE

##

## Les fonctions f(x), f'(x) et g(x) définies dans le texte de
## 1'exemple.

f <— function(x) ifelse(x == 2, NA, (4 * x - 7)/(x - 2))

fp <- function(x) ifelse(x == 2, NA, -1/(x - 2)A2)

g <- function(x) 4 * xA2 - 14 * x + 14

## Vérifions que, étant donné la forme des fonctions 'f' et
## 'g', la valeur de départ utilisée dans les méthodes de

## Newton-Raphson ou du point fixe a un impact sur la réponse
## obtenue. Avec une valeur de départ 'start' = 1,625 < 1,75,
## la convergence se fait vers la bonne racine.

nr(f, fp, 1.625, echo = TRUE)

pointfixe(g, 1.625)

## Nous pouvons vérifier sur le graphique de la fonction 'g'
## qu'avec une valeur de départ entre 1,75 et 2, la procédure
## itérative convergera aussi vers la bonne réponse.

nr(f, fp, 1.875, echo = TRUE)

pointfixe(g, 1.875, echo=TRUE)

## La tangente en x = 1,5 tracée sur le graphique de la

## fonction 'f' montre que 'start' = 1,5 constitue un mauvais
## choix car g(1,5) = 2. La procédure itérative converge donc
## vers une valeur non admissible.

nr(f, fp, 1.5) # division par 0

pointfixe(g, 1.5) # point fixe non admissible

## Pour toute valeur de départ supérieure a 2, la procédure
## itérative diverge. On peut vérifier ce fait dans les

## graphiques de 'f' et de 'g'.

nr(f, fp, 3, echo = TRUE)

pointfixe(g, 3, echo = TRUE)
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###
### FONCTIONS D'OPTIMISATION DE R
###

## FONCTION 'uniroot'

##

## La fonction 'uniroot' recherche la racine d'une fonction
## 'f' dans un intervalle spécifié soit comme une paire de
## valeurs dans un argument 'interval', soit via des arguments
## 'lower' et 'upper'.

##

## On calcule la solution de 1'équation x - 2A(-x) = 0 dans
## 1'intervalle [0, 1].

f <- function(x) x - 2A(-x) # fonction

uniroot(f, c(0, 1)) # appel simple

uniroot(f, lower = 0, upper = 1) # équivalent

## On peut aussi utiliser 'uniroot' avec une fonction anonyme.
uniroot(function(x) x - 2A(-x), lower = 0, upper = 1)

## FONCTION 'optimize'
##
## On cherche le maximum local de la densité d'une loi béta
## dans 1'intervalle (0, 1), son domaine de définition. (Ce
## probleme est facile a résoudre explicitement.)
##
## Les arguments de 'optimize' sont essentiellement les mémes
## que ceux de 'uniroot'. Ici, on utilise aussi 1'argument
## '...'" pour passer les paramétres de la loi béta a 'dbeta'.
##
## Par défaut, la fonction recherche un minimum. I1 faut donc
## lui indiquer de rechercher plutét un maximum.
optimize(dbeta, interval = c(0, 1), maximum = TRUE,

shapel = 3, shape2 = 2)

## On pourrait aussi avoir recours a une fonction auxiliaire.
## Moins élégant et moins flexible.

f <- function(x) dbeta(x, 3, 2)

optimize(f, lower = 0, upper = 1, maximum = TRUE)

## FONCTION 'nlm’

##

## Pour la suite, nous allons donner des exemples

## d'utilisation des fonctions d'optimisation dans un contexte
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## d'estimation des paramétres d'une loi gamma par la méthode
## du maximum de vraisemblance.

#i#

## On commence par se donner un échantillon aléatoire de la
## loi. Evidemment, pour ce faire nous devons connaitre les
## paramétres de la loi. C'est un exemple fictif.

set.seed (1) # toujours le méme échantillon

X <- rgamma(10, 5, 2)

## Les estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres
## 'shape' et 'rate' de la loi gamma sont les valeurs qui

## maximisent la fonction de vraisemblance

#i#

## prod(dgamma (x, shape, rate))

##

## ou, de maniére équivalente, qui minimisent la fonction de
## log-vraisemblance négative

#i#

## -sum(log(dgamma(x, shape, rate))).

##

## 0On remarquera au passage que les fonctions de calcul de
## densités de lois de probabilité dans R ont un argument
## 'log' qui, lorsque TRUE, retourne la valeur du logarithme
## (naturel) de la densité de maniére plus précise qu'en

## prenant le logarithme aprés coup. Ainsi, pour faire le
## calcul ci-dessus, on optera plutét, pour 1'expression

##

## -sum(dgamma (x, shape, rate, log = TRUE))

#i#

## La fonction 'nlm' suppose que la fonction a optimiser

## passée en premier argument a elle-méme comme premier

## argument le vecteur 'p' des parametres a optimiser. Le

## second argument de 'nlm' est un vecteur de valeurs de

## départ, une pour chaque paramétre.

##

## Ainsi, pour trouver les estimateurs du maximum de

## vraisemblance avec la fonction 'nlm' pour 1'échantillon
## ci-dessus, on doit d'abord définir une fonction auxiliaire
## conforme aux attentes de 'nlm' pour calculer la fonction de
## log-vraisemblance (a un signe pres).

f <- function(p, x) -sum(dgamma(x, p[1], p[2], log = TRUE))

## L'appel de 'nlm' est ensuite tout simple. Remarquer comment
## on passe notre échantillon aléatoire (contenu dans 1'objet
## 'x') comme second argument a 'f' via l'argument '...' de
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## 'nlm'. Le fait que 1'argument de 'f' et 1'objet contenant
## les valeurs portent le méme nom est sans importance. R sait
## faire la différence entre 1'un et 1'autre.

nlm(f, c(1, 1), x = Xx)

## === ASTUCE RIPLEY ===
## L'optimisation ci-dessus a généré des avertissements? C'est
## parce que la fonction d'optimisation s'est égarée dans les
## valeurs négatives, alors que les parametres d'une gamma
## sont strictement positifs. Cela arrive souvent en pratique
## et cela peut faire complétement dérailler la procédure
## d'optimisation (c'est-a-dire: pas de convergence).
#i#
## L'Astuce Ripley consiste a remédier a ce probléme en
## estimant plutét les logarithmes des parametres. Pour ce
## faire, i1l s'agit de réécrire la log-vraisemblance comme une
## fonction du logarithme des paramétres, mais de la calculer
## avec les véritables paramétres.
f2 <- function(logp, x)
{
p <- exp(logp) # retour aux parametres originaux
-sum(dgamma(x, p[1], p[2], log = TRUE))
}
nlm(f2, c(0, 0), x = x)

## Les valeurs obtenues ci-dessus sont toutefois les

## estimateurs des logarithmes des parametres de la loi gamma.
## 0On retrouve les estimateurs des paramétres en prenant

## 1'exponentielle des réponses.

exp(nlm(f2, c(0, 0), x = x)%estimate)

##

## FONCTION 'nlminb'

##

## L'utilisation de la fonction 'nlminb' peut s'avérer

## intéressante dans notre contexte puisque 1'on sait que les
## parametres d'une loi gamma sont strictement positifs.
nlminb(c(1, 1), f, x = x, lower = 0, upper = Inf)

### FONCTION 'optim'

##

## La fonction 'optim' est trés puissante, mais requiert aussi
## une bonne dose de prudence. Ses principaux arguments sont:
##

## par: un vecteur contenant les valeurs initiales des
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## parametres;

##  fn: la fonction a minimiser. Le premier argument de fn
## doit étre le vecteur des parametres.

##

## Comme pour les autres fonctions étudiées ci-dessus, on peut
## passer des arguments a 'fn' (les données, par exemple) par
## le biais de l'argument '...' de 'optim'.

optim(c(1l, 1), f, x = x)

## FONCTION 'polyroot'

##

## Racines du polynéme xA3 + 4 xA2 - 10. Les réponses sont

## données sous forme de nombre complexe. Utiliser les

## fonctions 'Re' et 'Im' pour extraire les parties réelles et
## imaginaires des nombres, respectivement.

polyroot(c(-10, 0, 4, 1)) # racines

Re(polyroot(c(-10, 0, 4, 1))) # parties réelles
Im(polyroot(c(-10, 0, 4, 1))) # parties imaginaires

516 Exercices

5.1 En vous basant sur les fonctions bissection, pointfixe et nr présen-
tées dans le code de la section 5.15, écrire une fonction R pour effectuer
les calculs de I'algorithme de la sécante. Outre les arguments communs
a toutes les fonctions que sont le niveau de tolérance &, le nombre maxi-
mal d’itérations Npax €t une valeur booléenne spécifiant si les valeurs
successives des itérations doivent étre affichées a 1’écran, la fonction
doit compter les arguments f(x), xo et x;.

5.2 Trouver la solution des équations suivantes par les méthodes de bissec-
tion, de Newton-Raphson et de la sécante.

a) x> —2x*—-5=0pourl <x <4

b) x> +3x>—1=0pour -4 <x <0

) x—2 =0pour0<x<1

d) e*+27+2cosx—6=0pourl <x <2
e) ¥ —x?+3x—-2=0pour0<x <1

5.3 Déterminer la valeur numérique de /2 a I'aide de la méthode de bissec-
tion dans l'intervalle [0, 2] avec dix itérations. Comparer avec la vraie
valeur.
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54

5:5

5.6

57

5.8

59

Soit {x,} une suite définie par

n
Xn=S
k=1

Démontrer que lim,,_. (X, — X;—1) = 0, mais que la suite diverge néan-
moins. Ceci illustre que 'erreur absolue peut étre un mauvais critére
d’arrét dans les méthodes numériques.

~ | =

Soit la fonction g(x) = 27 sur l'intervalle [0, 1].

a) Vérifier siles hypothéses du théoréme 5.1 quant a I'existence et I'uni-
cité d’un point fixe dans [0, 1] sont satisfaites.

b) Déterminer graphiquement I'existence et I'unicité d’un point fixe de
g(x) dans [0, 1] puis, le cas échéant, calculer ce point fixe.

Vérifier que les cinq fonctions g, ..., gs de 'exemple 5.6 ont toutes un

point fixe en x* lorsque f(x*) = 0, ou f(x) = x> + 4x* — 10.

Soit g(x) = 4x° — 14x + 14. Pour quels intervalles de valeurs de départ

la procédure de point fixe converge-t-elle et diverge-t-elle ?

Les trois fonctions ci-dessous sont toutes des candidates pour faire ’ap-
proximation, par la méthode du point fixe, de /21 :

1) = 20x + 21x72
21
x3—21
g (x) =x — ?
x* —21x
g3(x) =x — 2 _21 "

Classer ces fonctions en ordre décroissant de vitesse de convergence de
I'algorithme du point fixe. Astuce : comparer les valeurs des dérivées
autour du point fixe.

Démontrer, a ’'aide du théoréme du point fixe, que la fonction g(x) =
27" possede un point fixe unique dans I'intervalle [%, 1]. Calculer par la
suite ce point fixe a I'aide de la fonction pointfixe.

5.10 Vérifier graphiquement que le théoreme 5.1 demeure valide si la condi-

tion |g'(x)| < k < 1 est remplacée par g’ (x) < k < 1.

5.11 Utiliser la méthode de Newton-Raphson pour trouver le point sur la

courbe ¥ = x? le plus prés du point (1,0). Astuce : minimiser la dis-
tance entre le point (1, 0) et le point (x, x?).
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5.12 Le taux de rendement interne d'une série de flux financiers {CF;} est le
taux i tel que

" CF
> =0
—o (L +1)

Ecrire une fonction R permettant de calculer le taux de rendement in-
terne d'une série de flux financiers quelconque a I'aide de la méthode
de Newton-Raphson. Les arguments de la fonction sont un vecteur CF
et un scalaire erreur.max. Au moins un élément de CF doit étre né-
gatif pour représenter une sortie de fonds. Dans tous les cas, utiliser
i = 0,05 comme valeur de départ.

5.13 a) Composer une fonction R pour estimer par la méthode du maximum
de vraisemblance le parameétre 0 d’une loi gamma de parameétre de
forme o = 3 et de parametre d’échelle 6 = 1/A — de moyenne
30, donc — a partir d'un échantillon aléatoire x, ..., x,. Astuce :
maximiser la fonction de log-vraisemblance plutét que la fonction
de vraisemblance.

b) Simuler 20 observations d'une loi gamma avec parameétre de forme
« = 3 et moyenne 3 000, puis estimer le parametre d’échelle 0 par
le maximum de vraisemblance.

5.14 A l'aide de la méthode du point fixe, trouver le taux d’intérét i tel que

azy _ 1—@+07"

1018 i(12) =8,
ou
i(lz) 12
1+ — =1+1.
12

Comparer les résultats obtenus avec la méthode de Newton-Raphson.

5.15 Trouver la solution des équations suivantes a l'aide des fonctions R
appropriées.

a) x> —2x>—-5=0pourl <x <4

b) x> +3x>—1=0pour 4 <x <0

) x—2 =0pour0<x<1
d)e*+27*+2cosx—6=0pourl <x <2

e) e¥—x*+3x—-2=0pour0<x <1
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5.16 La fonction de densité de probabilité et la fonction de répartition de la
loi de Pareto de parametres « et A sont, respectivement,
oA®

f(X):m

et

F(X):1_<xi\rA>a'

Calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres
de la Pareto a partir d’un échantillon aléatoire obtenu par simulation
avec la commande

I > X <- lambda * (runif(100)A(-1/alpha) - 1)

pour des valeurs de alpha et lambda choisies.

Réponses

5.7 Converge pour x € [1,5, 2]; diverge pour xo < 1,5 et x¢ > 2
5.8 g2, g1; g3 ne converge pas

5.11 0,589755

5.14 0,0470806
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Intégration numérique

Objectifs du chapitre

» Avoir une connaissance générale de ce qu'est un polynome d’interpolation de
Lagrange et comment il peut servir dans le contexte de l'intégration numé-
rique.

» Calculer la valeur approximative d'une intégrale définie a l'aide des méthodes
du point milieu, du trapéze, de Simpson et de Simpson 3/8.

» Développer les formules d'approximation composées de chacune des mé-
thodes d’intégration numériques présentées dans le chapitre.

Il n’est pas rare de devoir calculer I'intégrale d'une fonction qui n’admet
pas de primitive sous forme explicite ou dont la primitive est tres difficile
a calculer. Dans de tels cas, 'intégration numérique permet d’obtenir une
approximation — parfois excellente — de I'intégrale recherchée.

Les méthodes d’approximation qui seront étudiées dans ce chapitre re-
posent toutes sur le remplacement de la fonction a intégrer par une « bonne »
approximation sur un intervalle donné. Cette approximation devra évidem-
ment étre simple a intégrer, autrement aucun gain n’est réalisé. Or, quelles
fonctions sont simples a intégrer sinon les polynémes ?

6.1 Enoncé du probléme

Au chapitre 3, nous avons tiré profit de la méthode Monte Carlo pour
calculer l'intégrale de Gauss sur tout son domaine sans passer par les coor-
données polaires. Nous reprenons ce contexte ici.

Cette fois, nous cherchons a calculer I'intégrale

1,645
I = J S e X2 dx.

—-1,645 /21T

73
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0.4

0.3

0.2

0.1

I I I
-1.645 0 1.645

FIG. 6.1 - Aire a calculer avec l'intégrale I

Il s’agit bien stir d'un résultat connu : nous pouvons reconnaitre I’expression
de la probabilité sous la densité d'une loi normale centrée réduite entre ses
5¢ et 95¢ centiles; voir la figure 6.1. Par conséquent, nous savons que la valeur
de I'intégrale est 0,90. Cela nous donnera un point de référence.

6.2 Polynomes d’interpolation de Lagrange

Un résultat connu en analyse mathématique sous le nom de Théoréme
d’approximation de Weierstrass établit que 1’on peut faire 'approximation
de toute fonction continue par un polynéome de degré suffisant. Formelle-
ment, soit

P (x)=ag+a1x + - +an1x" 1+ a,x"
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un polyndéme de degré n. Si f est une fonction continue sur un intervalle
[a, b], alors pour tout € > 0 il existe un polyndéme P (x) tel que

If(x)—P(x)| <¢€

pour tout x € [a, b].

Lanotion d’approximation d'une fonction par un polynoéme est beaucoup
utilisée en analyse numérique puisque les polynoémes sont simples a dériver
et a intégrer, et que leurs dérivées et intégrales sont elles-mémes des poly-
nomes.

Un type de polynéme d’approximation que vous connaissez déja est le
polynome (ou développement) de Taylor autour d’'un point x,. Cependant,
les polynémes de Taylor sont concus pour étre précis autour de xo et non
sur tout un intervalle. Dans le contexte de I'intégration numérique, ot nous
voudrons remplacer la fonction a intégrer par un polynoéme, nous aurons
besoin d’'une bonne approximation sur tout le domaine d’intégration.

C’est la qu’interviennent les polynomes d’interpolation de Lagrange. Soit
X0, X1, ..., Xy un ensemble de n + 1 points distincts et f une fonction qui
passe par ces points (ou naeeuds). Le polynome d’interpolation de Lagrange
de degré n de la fonction f est

Pn(x) = f(x0)Lo(x) + f(x1)L1(x) + = + f(xn)Ln(x) = > fxx)Li(x),
k=0
ou
(x — x0) (X — x1) = (X — Xg—1) (X — Xg+1) = (X — Xp)

(XK — x0) (XK — x1) = (XK — Xk—1) (XK — Xka1) = (X — Xn)
oy (= xq)
- E) (Xk — xi)

i*+k

Li(x) =

Remarquer que le terme (x —x) n’apparait pas au numérateur de la fonction
L k (X ) .

On peut démontrer (voir, par exemple, Burden et Faires, 2011) que le po-
lynome P(x) peut étre aussi pres que 1’on veut de la fonction f(x).

Exemple 6.1. Le polyndme d’interpolation de Lagrange de premier degré de
la fonction f est

Pi(x) = f(xo)Lo(x) + f(x1)L1(x)
(x —x1) (x — x0)

= f(Xo)(i + f(x1)

X0 — X1) (X1—X0).
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Le polynome de second degré est, quant a lui :

Py (x) = f(xo)Lo(x) + f(x1)L1(x) + f(x2)L2(x)
~ Flxo) (x —x1)(x — x32) + fix1) (x — x0)(x — x2)
(x0 — x1)(x0 — Xx2) (x1 — x0) (X1 — Xx2)
(x — x0)(x — x1)

(x2 — x0)(x2 — x1)°

+ f(x2)

Supposons que f(x) = 1/x et que les polynomes d’interpolation passent
par les noeuds xy = 2, x1 = 2,75 et X = 4. On a alors

Py = LXZ275) 1 (x=2)
2(2-2,75)  2,75(2,75—2)

2 16
=——(x—2,75)+ —(x—2
3(x ) 33(x )
6 171
——x+ —
33 198

et

1()(—2,75)(9(—4)+ 1 (x —2)(x—4)
2 (2—-2,75)(2 —4) 2,75 (2,75 — 2)(2,75 — 4)
1(x—2)(x—2,75)
4 (4-2)(4-2,75)
1(x —2,75)(x —4) — ﬁ(x —2)(x —4) + i(x —2)(x —2,75)
3 165 10
1 , 35 49

= —x°"——x+ —.
22 88 44

Py (x) =

Des approximations de f(3) = 1/3 sont donc P;(3) = 0,31818 et P>(3) =
0,32955. 0

mi .

alm | La fonction poly.calc du paquetage polynom permet de calcu-
! ler le polyndme d’interpolation de Lagrange de degré n dans R.

Ftudiez et exécutez les lignes 15-38 du fichier de script integra-

tion_numerique.R reproduit a la section 5.15 pour vérifier les

calculs de 'exemple 6.1.
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6.3 Principes généraux d’intégration numérique

Supposons que I’'on cherche a calculer f,f f(x) dx. Toutes les méthodes
d’intégration numérique reposent, en premier lieu, sur le découpage du do-
maine (a, b) en n intervalles. Cela permet d’évaluer I'intégrale comme une
somme d’intégrales sur chacun de ces intervalles :

b n-l xjn
L fx)dx = J% LJ f(x)dx.

Les diverses méthodes d’intégration numérique différent par la suite essen-
tiellement par I'approximation de la fonction f(x) sur I'intervalle (xj, xj1)
utilisée afin de rendre I'intégrale J.;rifﬂ f(x)dx simple a calculer.

La figure 6.2 illustre les procédures d’approximation de quatre méthodes
courantes d’intégration numérique.

Les formules d’intégration numérique présentées dans la suite découlent
de la procédure suivante : le domaine d’intégration (a, b) est découpé en n
intervalles de longueur égale. Chacun de ces intervalles est a son tour divisé
en m sous-intervalles de longueur égale, pour un total de nm points. On a
alors

b Xm Xom Xnm
J f(x)dx = f(x)dx + f(x)dx+---+J f(x)dx
- _— m (n—1)m
=> f(x) dx,
j=0 Xjm

ou xg = a et x;, = b. L’approximation numérique se trouve dans I’éva-
luation de l'intégrale du c6té droit de la derniere équation. Pour toutes les
meéthodes étudiées dans ce chapitre sauf la méthode du point milieu, la fonc-
tion f sera remplacée par un polynoéme d’interpolation de Lagrange.

Afin de ne pas alourdir inutilement la notation, les formules d’approxi-
mation de I'intégrale .

j T P (x) dx
Xjm

seront présentées pour le cas j = 0 seulement dans les sections suivantes.

6.4 Meéthode du point milieu

Laméthode du point milieu est la plus simple et la plus intuitive méthode
d’intégration numérique. Les intervalles sont divisés en m = 2 parties et
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FIG. 6.2 - Procédures d’approximation de quatre méthodes d’intégration nu-
mérique

la valeur de la fonction f sur l'intervalle (xg, x») est estimée par f(x;) (fi-
gure 6.3(a)). Ainsi, on a I'approximation

" FG) dx ~ 2hf(x), 6.1)

X0

ouh=x,—Xx1 =X — Xp.
La formule composée pour 'approximation par la méthode du point mi-
lieu de f,f f(x)dx avec n intervalles est

b n—1
[ feoax =2ny foopm (6.2
a J:O

ouh=(Mb-a)/(2n)etx;=a+ jh.
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6.5 Methode du trapeze

Les trois prochaines méthodes d’intégration numérique sont basées sur
I’approximation de la fonction f sur un intervalle par un polynéme d’inter-
polation de Lagrange de degré m.

La méthode du trapéze utilise un polynome du premier degré (m = 1)
pour faire ’approximation de la valeur de f(x) sur l'intervalle (xg, x1), ce
qui est équivalent a une simple interpolation linéaire (figure 6.3(b)). On a
donc

X1 h
N f(x)dx = E[f(x‘)) + f(x1)], (6.3)

ou h = x;1 — xo. Contrairement a ce que peut laisser croire la figure 6.2, cette
méthode est généralement plus précise que la méthode du point milieu.

La formule composée pour l'approximation de ff f(x)dx par la mé-
thode du trapéze avec n intervalles est

b h n—1
J fx)dx = 2[f(a)+f(b)+2 Zf(xj)], (6.4)
a j=1

ouh=(b-a)/netx;=a+ jh.

6.6 Methode de Simpson

Laméthode d’approximation de Simpson est la plus usuelle des méthodes
d’intégration numérique, encore que pas nécessairement la plus précise. La
fonction f(x) est remplacée, sur I'intervalle (xg, x»), par un polynoéme d’in-
terpolation de Lagrange du second degré (figure 6.3(c)). On a donc m = 2 et
on peut démontrer que

X2 h
f(x)dx = g[f(x()) +4f(x1) + f(x2)], (6.5)

ouh = x,—x; = x1—Xg. Cette méthode d’approximation numérique s’avere
exacte pour les fonctions polynomiales de degré trois ou moins.

La formule composée pour I'approximation par la méthode de Simpson
de J,f f(x) dx avec n intervalles est

b h n—1 n
J f(x)dx = 3 [f(a) +2 > flxa) +4 > flxa-1) +f(b)] , (6.6)
a i

Jj=1

ouh=(b-a)/(2n)etx; =a+ jh.
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Xo X1 Xo Xo X1
(a) point milieu (b) trapeze
[ I 1 [ I I 1
Xo X1 X2 Xo X1 X2 X3
(c) Simpson (d) Simpson 3/8

FIG. 6.3 - Approximation de f(x) sur un intervalle

6.7 Methode de Simpson 3/8

La méthode de Simpson 3/8 constitue une extension de la méthode de
Simpson ou la fonction f est remplacée par un polyndéme d’interpolation de
degré m = 3 (figure 6.3(d)). On peut alors démontrer que

") dx ~ 38h[f(xO) L3 + 3£ + Fx)], (6.7)

X0
ouh =x3 —XxXp» =X, — X1 = X1 — Xp. La dérivation de la formule composée
, ; . b . . ;
d’approximation de [; f(x) dx avec n intervalles est laissée en exercice.
Consulter Burden et Faires (2011) pour de plus amples détails sur les poly-

nomes d’interpolation de Lagrange et les méthodes d’intégration numérique
présentées ci-dessus.
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FIG. 6.4 - Comparaison des approximations de I'aire correspondant a l'inté-
grale I selon trois méthodes d’intégration numérique avec n = 2

= Il n'y a pas de fonction dans la distribution de base de R pour

! le calcul d’intégrales avec précisément l'une ou l'autre des mé-
thodes mentionnées dans ce chapitre. Cependant, la fonction in-
tegrate réalise a peu prés la méme chose avec un algorithme
différent. Etudiez les lignes 41-53 du fichier de script integra-
tion_numerique.R reproduit a la section 6.9 en apprendre un
peu plus sur cette fonction.

6.8 Solution du probléme

Nous allons calculer I'intégrale

1,645
I= J L ox2 gy

—c
—1,645 /2TT

al'aide de trois méthodes d’intégration numérique : point milieu, trapeze et
Simpson. Dans tous les cas, pour simplifier les calculs, nous allons utiliser
n = 2 intervalles. Il va donc sans dire que 'approximation sera relative-
ment grossiére. La figure 6.4 fournit une comparaison graphique des trois
approximations.

Dans tous les cas, nous avons a = —1,645, b = 1,645 et

_ a2
e X2,

f(x)=¢(x) =

5~
3
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Tout d’abord, avec la méthode du point milieu, nous avons :

b-— 1,64
= a _ ,645 + 1,645 — 0,8225
2n 4

x;=a+ jh = —1,645 + 0,8225]

et donc

n—1

I=2h ) f(x541)

=0
= 2(0,8225)[f(x1) + f(x3)]

= 1,645[ f(—0,8225) + f(0,8225)]
= 0,9358462.

Avec la méthode du trapéze, maintenant :

b—a 1,645+ 1,645
h=2"9_ — 1,645
n 2

xj=a+ jh=—1,645+ 1,645,

d’ou

[ +fb)+22f(xj]
,645

= N\:‘

= a) + f(b) +2f(x1)]

= O,8225[f(—1,645) + f(1,645) +2£(0)]
= 0,8258773.

Enfin, avec la méthode de Simpson, nous avons :

b—a 1645+ 1,64
pobza_ Lo HI1645 g ooos
2n 4

x;=a+ jh=—1,645+ 0,8225]
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et

= UJ\:‘

3
0,8225

Eriwaern)

|:f(a)+zzf(x2J)+4Zf(X2] 1)+ f(b)
,822

) +2f(x2) +4(f(x1) + f(x3)) + f(b)]

[f(—1,645) + 2.£(0)

+4(f(-0,8225) + f(0,8225)) + f(1,645)]
= 0,8991899.

6.9 Code informatique

Q Fichier d'accompagnement integration_numerique.R

###

### POLYNOMES D'INTERPOLATION DE LAGRANGE

###

## La fonction 'poly.calc' du package 'polynom' permet de

## calculer le polynéme d'interpolation de Lagrange passant
## par un ensemble de points (x, y), ou x et y sont des

## vecteurs de méme longueur. Le package n'est pas livré avec
## R, 1l faut donc 1'installer depuis CRAN, puis le charger en
## mémoire. [Décommenter la ligne ci-dessous pour installer
## (une seule fois!) le package.]

#install.packages ("polynom",

library(polynom)

repos = "https://cran.ca.r-project.org")

## Soit f(x) = 1/x. Calculons les coefficients des polyndmes
## d'interpolation de Lagrange de degré 1 et 2 pour cette

## fonction.
X <- c(2, 2.75, 4)

# noeuds de f

(P1 <- poly.calc(x[1:2], 1/x[1:2]1)) # polynéme de degré 1

(P2 <- poly.calc(x,

1/x))

# polynbéme de degré 2

## Pour calculer la valeur des polynémes en un point, il faut
## utiliser la fonction 'predict'.

predict(P1, 3)
predict(P2, 3)

# tel qu'obtenu dans le texte
# idem
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40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53

###

### METHODES D'INTEGRATION NUMERIQUE
#H#

## Pas de démonstration en R des méthodes étudiées dans le
## chapitre. Il est laissé en exercice d'écrire des fonctions
## 'pointmilieu', 'trapeze', 'simpson' et 'simpson38'.

## Cependant, il y a dans R une fonction 'integrate' qui

## permet d'intégrer numériquement une fonction 'f' entre des
## bornes 'lower' et 'upper'.
integrate(sin, 0, 2)

f <— function(x) xA2 * exp(-x)
integrate(f, 0, 1)
integrate(dnorm, -1.645, 1.645)

intégrale de sin(x)
une autre fonction
intégrale sur [0, 1]

#
#
#
# exemple du chapitre

610 Exercices

6.1 A partir des formules d’approximation de J,fo"“ f(x)dx,m =1,2,3, dé-
velopper les formules composées pour les méthodes d’approximation
suivantes.

a) Trapéze (m = 1)
b) Simpson (m = 2)
¢) Simpson 3/8 (m = 3)

6.2 Evaluer numériquement les intégrales suivantes avec les méthodes du
point milieu, du trapéze, de Simpson et de Simpson 3/8. Dans chaque
cas, n'utiliser qu’'un seul sous-intervalle, c’est-a-dire n = 1.

1

a) x4 dx
0,5

0,5 2
b) J —dx
0o x—4
1,5
c) L x’Inx dx
/4
d) Jo e3X sin 2x dx

6.3 L’approximation de foz f(x)dx avec n = 1 donne 4 avec la méthode du
trapeze et 2 avec la méthode de Simpson. Déterminer la valeur de f(1).
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Réponses

6.2 a) 0,158203; 0,265625; 0,194010; 0,193866
b) —0,266667; —0,267857; —0,267064; —0,267063
¢ 0,174331;0,228074; 0,192245; 0,192253

d) 1,803915; 4,143260; 2,583696; 2,585789
1

6.3 >
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Chapitre 4

La notation x), signifie que le nombre x est en base b. On omet généralement
b pour les nombres en base 10.

4.1 L’algorithme de conversion des nombres décimaux en une base b se ré-
sume essentiellement a ceci pour la partie entiere :

1. les chiffres du nombre en base b sont obtenus de droite a gauche en
prenant le reste de divisions par b;

2. on divise par b d’abord le nombre décimal d’origine, puis la partie
entiere de la division précédente, jusqu’a ce que celle-ci soit égale a
0.

On a donc les résultats suivants.

a) Conversion en base 6 : Conversion en binaire :
119 +- 6 = 19 reste 5 119 -2 =59 reste 1
19 +-6 =3restel 592 =29reste 1
3 + 6 = 0reste 3, 29 -2 =14 reste 1

14 +2 = 7reste 0
7 +2 = 3restel
3+2=1restel
1+2=0restel,

d’ou 119 = 3154.

d’ou 119 = 1110111,.

87
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b) Conversion en base 6 :

343 + 6 = 57 reste 1
57 + 6 = 9reste 3
9-+6=1reste 3
1+6 =0restel,

d’ou 343 = 13315.

c¢) Conversion en base 6 :

96 -6 = 16 reste 0
16 +- 6 = 2 reste 4
2 +6 = 0reste 2,

d’ou 96 = 240¢.

d) Conversion en base 6 :

43 -6 = 7 reste 1
7+6=1restel
1+6 =0reste1,

d’ou 43 = 111.

Conversion en binaire :

343 + 2 =171 reste 1
171 +2 = 85 reste 1
85 +2 =42reste 1
42 +2 =21 reste 0
21 +2 =10reste 1
10 +2 =5reste 0
5+2=2restel
2+2=1reste0
1+2=0reste1,

d’ou 343 = 101010111,.

Conversion en binaire :

96 ~ 2 = 48 reste 0
48 + 2 = 24 reste 0
24 +2 =12 reste 0
12 +2 =6reste 0
6+2 =3reste0
3+2=1restel
1+2=0restel,

d’ou 96 = 11000005.

Conversion en binaire :

43 +2 =21 reste 1
21 -2 =10reste 1
10 -2 =5reste 0
5+2=2restel
2+2=1reste0
1+2=0restel,

d’ou 43 = 101011,.

4.2 On fait les deux premieéres conversions a l'aide de la définition d’'un
nombre hexadécimal, puis les deux dernieres a 'aide de I'algorithme
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de conversion des nombres en base b vers la base 10.

a) AlBjg=10X16°+1X 16+ 11 = 2587

b) 12A;6 =1 X 16°+2 X 16 + 10 = 298

C) B4l;g = (11 X16+4) X 16+ 1 = 2881

d) BAFFE;s = ((((11X16+10)X16)+15)X16)+15)X16+14 = 765 950

4.3 La généralisation de I’algorithme de conversion des nombres en base b
vers la base 10 a la conversion d’'un nombre

X = Xym—1Xm—2 = X1X0

en base [b,,—1 ... by] vers la base 10 est la suivante (nombre entiers

seulement) :

1. Poser x = 0.

2. Pouri=m—1,m — 2,...,0, faire les étapes suivantes.
i) Trouver d;, le nombre décimal correspondant au symbole x;.
ii) Poser x = xb;_1 + d;, avec b_; = 1.

Cet algorithme permet de trouver les formules demandées.

a) On trouve la position de I'élément a;;x dans 'ordre de la liste des
éléments du tableau en convertissant le nombre [i —1 j —1 k — 1]
de la base [I J K] a la base 10, puis a additionnant 1. A I'aide de
I’algorithme ci-dessus, on obtient

[((i—-1)XJ+j—-1DXK+k—=1]+1=k+K(G—-1+J({i—1))

b) Dans l'ordre R, on convertit le nombre [k — 1 j — 1 i — 1] exprimé
dans la base [K J I] en base 10. On obtient alors

[((k—1DXJ+j—-—1)XI+i—-1]+1=i+I(j—1+J(k—1)).

4.4 a) Par la valeur du bit fort, on sait que 0000000 | est un nombre ne-

gatif. Pour retrouver sa valeur absolue, on soustrait d’abord 1 (ce qui
donne 01111111) et on inverse les bits : 10000000. Or 10000000, =

27 = 128. Le nombre décimal correspondant a 0000000 | en nota-

tion en complément a deux est donc —128.
b) Tout d’abord, 15,90 = 1111, et 5;¢9 = 1015.

i) Selon la notation « naturelle », on aurait pour 15 et —5 les repré-
sentations sur 7 bits suivantes, dans I'ordre :
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[0]{ooo1111] et [1][0000101}

Or, en additionnant en binaire, on obtient

00001111
+ 10000101
10010100

et 10010100, = =209 # 15 + (=5).

ii) En notation en complément a deux, on a plutot les représenta-
tions suivantes pour 15 et —5:

[0Jlooo1111] et [1][1111011}

En additionnant en binaire et en ignorant le neuvieme bit qui
apparaitrait a gauche suite a la retenue, on obtient :

00001111
+ 11111011
00001010

Toujours en complément a deux, 0001010, = 1079 = 15+ (—5).
On voit donc que 'addition en complément a deux donne direc-
tement le bon résultat.

c¢) Voir les tableaux A.1 et A.2. La troisiéeme colonne des tableaux est
obtenue par 'opération — (2" — x),oun = 8 ou n = 16 et x est la
valeur dans la seconde colonne.

d) De la partie c), '’ensemble des nombres admissibles pour le type int
est
(=215, ...,21% —1} = {32768, ...,32767}.

Par analogie, on trouve que I'’ensemble des entiers admissibles pour
le type long est

(=231 231 — 1} ={—2147483648,...,2147483647}.

(C’est le type de nombre qui était utilisé par YouTube pour compta-
biliser le nombre de visionnements d’une vidéo jusqu’a ce que Gan-
gnam Style excéde 2147483 647. Le nombre de visionnements est
désormais stocké sous forme d’entier sur 64 bits (long long), ce
qui a fait passer le maximum a 2% — 1 = 9223372036 854 775 808.)

4.5 Voir la section 4.5. Les calculs sont exactement les mémes que pour les
nombres en double précision.

4.6 Dans les égalités ci-dessous, le cOté droit est en binaire.
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TAB. A.1 - Séquences des nombres en notation en complément a deux sur
8 bits

Valeur en

Bits Valeur brute complément a deux
0000 0000 0 0
0000 0001 1 1
0000 0010 2 2
01111110 126 126
0111 1111 127 127
1000 0000 128 —128
1000 0001 129 —-127
1000 0010 130 —-126
1111 1110 254 -2
11111111 255 -1

TAB. A.2 - Séquences des nombres en notation en complément a deux sur
16 bits

Valeur en

Bits Valeur brute complément a deux
0000 0000 0000 0000 0 o)
0000 0000 0000 0001 1 1
0000 0000 0000 0010 2 2
0111 111111111110 32766 32766
O111 111111111111 32767 32767
1000 0000 0000 0000 32768 —32768
1000 0000 0000 0001 32769 —-32767
1000 0000 0000 0010 32770 —32766
1111 111111111110 65534 -2

1111 111111111111 65535 -1
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a) Premierement, 1234 = 10011010010,. On a donc

—1234 = (-1)' x 2% 1,001101001
= (—1)' x 21377127 % 1,0011010010.

Or, puisque 137 = 10001001,, on a la représentation en simple pré-
cision

[1]/10001001 ||00110100100000000000000

b) Ona55=110111,, d’ou

55 =(—1)"%x2°>x%x1,10111
= (—1)" x 21327127 % 1 10111.

Or, puisque 132 = 10000100,, on a la représentation en simple pré-
cision

[0][10000100][10111000000000000000000 |

¢) Ona8191 =1111111111111, et 139 = 10001011, d’ou

8191 = (—1)°x 22 x1,111111111111
= (—1)0 x 21397127 % 1 111111111111

=[0][10001011][11111111111100000000000 |

d) Ona 10 =1010, et 130 = 10000010, d’ou
—10 = (-1)' x 2% x 1,010
= (=1' x 21397127 % 1,010
=[1][10000010][01000000000000000000000 |

e) La représentation de % en binaire est 0,101010.... (La facon la plus
simple d’obtenir ce résultat consiste a convertir % X 2", ou n estle

nombre de bits souhaité apres la virgule). Puisque 126 = 11111105,
on a

Z=(-1)"%x271'%1,01010101010101010101010

= (—1)Y x 21267127 % 1,01010101010101010101010
=[0][01111110][01010101010101010101010].
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4.7 a)

b)

d)
4.8 a)

Lareprésentation binaire de ﬁ estinfinie : 0,000000101000111101 ....

Puisque 120 = 01111000,, on a

o
100
= (—1)° x 21207127 % 1,01000111101011100001010

=[0][01111000][01000111101011100001010

(-1)? X277 % 1,01000111101011100001010

Puisque 111101, = 61, on a le nombre

(—1)% x 2617127 % 1,100100001 = (—1)° x 276 x 1,100100001
=270 +27 + 27+ 277
=2,120229346 X 1072,

Signe inversé par rapport a la partie a).
Puisque 10000100, = 27 + 2% = 132, on a le nombre

(—1)°% x 21327127 % 1,100100001 = (—1)° x 2° X 1,100100001
=22 +27'+270 427
= 50,062 5.
Signe inversé par rapport a la partie c).

Le nombre suivant est

[0][00111101 ][ 10010000100000000000001 ],

soit
2761+ 271 4274 4279 4 2723y =2.120229508 X 10720,

Le nombre précédent est

[0][00111101][10010000011111111111111},

Soit
27601 427 4274 41279 -2723) = 2120229185 X 10720,

Le nombre suivant est

[0][10000100 ][ 10010000100000000000001 ],
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Soit
2°(1+27 1 4+27% 427942723 = 50,062 503 815.

Le nombre précédent est

[0][10000100][10010000011111111111111]},

Soit )
2°(1+ 271 4+27% 4279 -2723) = 50,062 496 185.

On remarque que les nombres sont beaucoup plus éloignés les uns
des autres ici qu’en a).

Chapitre 5

5.2 Les solutions suivantes utilisent nos fonctions de résolution d’équations
a une variable. Les valeurs intermédiaires sont affichées pour montrer
la convergence. La figure A.1 contient les graphiques des cing fonctions
pour les intervalles mentionnés dans I’énoncé.

a) La fonction n’a qu'une seule racine dans [1,4].

> f1l <- function(x) xA3 - 2 * xA2 - 5§

> flp <— function(x) 3 * xA2 - 4 * x

> bissection(fl, lower = 1, upper = 4, echo = TRUE)
[1] 1.000 4.000 2.500 -1.875

[1] 2.5000 4.0000 3.2500 8.2031

[1] 2.5000 3.2500 2.8750 2.2324

[1] 2.500000 2.875000 2.687500 -0.034424

[1] 2.6875 2.8750 2.7812 1.0432

[1] 2.68750 2.78125 2.73438 0.49078

[1] 2.68750 2.73438 2.71094 0.22481

[1] 2.687500 2.710938 2.699219 0.094355

[1] 2.687500 2.699219 2.693359 0.029757

[1] 2.6875000 2.6933594 2.6904297 -0.0023855

[1] 2.690430 2.693359 2.691895 0.013673

[1] 2.6904297 2.6918945 2.6911621 0.0056403

[1] 2.6904297 2.6911621 2.6907959 0.0016266

[1] 2.69042969 2.69079590 2.69061279 -0.00037968
[1] 2.6906128 2.6907959 2.6907043 0.0006234

[1] 2.69061279 2.69070435 2.69065857 0.00012185

[1] 2.69061279 2.69065857 2.69063568 -0.00012892
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FIG. A.1 - Fonctions de l'exercice 5.2
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[1] 2.6906e+00 2.6907e+00 2.6906e+00 -3.5365e-06
[1] 2.6906e+00 2.6907e+00 2.6907e+00 5.9155e-05

[1] 2.6906e+00 2.6907e+00 2.6906e+00 2.7809e-05

[1] 2.6906e+00 2.6906e+00 2.6906e+00 1.2136e-05
$root

[1] 2.6906

$nb.iter
[1] 21

> nr(fl, flp, start = 2.5, echo = TRUE)

[1] 2.5

[1] 2.7143
[1] 2.691
[1] 2.6906
$root

[1] 2.6906

$nb.iter
[1] 3

> secante(fl, start0 = 1, startl = 4, echo = TRUE)

[1] 1.5455
[1] 1.9969
[1] 4.1051
[1] 2.2947
[1] 2.4787
[1] 2.7514
[1] 2.6831
[1] 2.6904
[1] 2.6906
$root

[1] 2.6906

NNNNNAR

$nb.iter
[11 9

b) La fonction possede deux racines dans [—4,0]. La convergence se

fera vers I'une ou l'autre selon la position de la ou des valeurs de
départ par rapport a I'extremum de la fonction dans l'intervalle. Ici,
il s’agit d’'un maximum x = —2. Ainsi, avec des valeurs de départ
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inférieures au maximum, on trouve la premiére racine :

> f2 <- function(x) xA3 + 3 * xA2 - 1

> f2p <- function(x) 3 * xA2 + 6 * X

> bissection(f2, lower = -3, upper = -2.8, TRUE)

$root
[1] -2.9

$nb.iter
[1] 1

> nr(f2, f2p, start = -3, TRUE)

$root
[1] -2.8889

$nb.iter
[1] O

> secante(f2, start0 = -3, startl = -2, TRUE)

$root
[1] -2.75

$nb.iter
[1] O

Pour trouver la seconde racine, on utilise des valeurs de départ supé-
rieures au maximum :

> bissection(f2, lower = -1, upper = 0.5, TRUE)

$root
[1] -0.625

$nb.iter
[1] 2

> nr(f2, f2p, start = -1, TRUE)

$root
[1] -0.66667

$nb.iter
[1] O

> secante(f2, start0 = -2, startl = -1, TRUE)
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$root
[1] -0.63636

$nb.iter
[1] 1

On remarquera que les deux valeurs de départ de la méthode de la
sécante n’ont pas a se trouver de part et d’autre de la racine.

¢) Lafonction n’a qu’une seule racine dans [0, 1] et elle est 1égérement
supérieure a 0,6.

> f3 <- function(x) x - 2A(-x)

> f3p <- function(x) 1 + log(2) * 2A(-x)

> bissection(f3, lower = 0.6, upper = 0.65, TRUE)
$root

[1] 0.625

$nb.iter
[1] 1

> nr(f3, f3p, start = 0.6, TRUE)

$root
[1] 0.641

$nb.iter
[1] O

> secante(f3, start0 = 0.6, startl = 0.65, TRUE)

$root
[1] 0.64122

$nb.iter
[1] O

d) La fonction n’a qu'une seule racine dans [1, 2] et elle est 1égérement
supérieure a 1,8.

f4 <- function(x)

exp(x) + 2A(-x) + 2 * cos(x) - 6
f4p <- function(x)

exp(x) - 2A(-x) * log(2) - 2 * sin(x)
bissection(f4, lower = 1.8, upper = 1.85, TRUE)

vV + VvV + V
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$root
[1] 1.825

$nb.iter
[1] 1
> nr(f4, f4p, start = 1.8, TRUE)

$root
[1] 1.8301

$nb.iter
[11 O
> secante(f4, start0O = 1.8, startl = 1.85, TRUE)

$root
[1] 1.8289

$nb.iter
[1] O

e) Encore ici, la fonction n’a qu'une seule racine dans I'intervalle men-
tionné et elle se situe autour de 0,25.

> f5 <- function(x) exp(x) - xA2 + 3 * x - 2
> f5p <- function(x) exp(x) - 2 * x + 3
> bissection(f5, lower = 0.24, upper = 0.26, TRUE)

$root
[1] 0.25

$nb.iter
[1] 1

> nr(f5, f5p, start = 0.26, TRUE)

$root
[1] 0.25753

$nb.iter
[1] O

> secante(f5, start0 = 0.24, startl = 0.26, TRUE)

$root
[1] 0.25753
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TAB. A.3 - Valeurs successives de la méthode de bissection pour I’exercice 5.3

n an b, Xn f(xn)
1 0 2 1 -1
2 1,00 2,00 1,50 0,25
3 1,0000 1,5000 1,2500 —0,4375
4 1,250000 1,500000 1,375000 —0,109375
5 1,37500000 1,50000000 1,43750000 0,06640625
6 1,37500000 1,43750000 1,40625000 —0,02246094
7 1,40625000 1,43750000 1,42187500 0,02172852
8 1,4062500000 1,4218750000 1,4140625000 —0,0004272461
9 1,41406250 1,42187500 1,41796875 0,01063538
10 1,41406250 1,41796875 1,41601562 0,00510025
$nb.iter
[1] O
5.3 On trouve la racine de f(x) = x? — 2 dans l'intervalle [0, 2] par la mé-

54

thode de bissection avec un maximum de dix itérations. Le tableau A.3
contient les valeurs successives de a, b, x = (a + b)/2 et f(x). On ob-
tient donc une réponse de 1,41601562, alors que la vraie réponse est le
nombre irrationnel +/2 = 1,414214.

On a que
n n—1
1 1
Xn Xpn-1 = Z T 7
k=1 k k=1 k
_1
n)

d’ot limy - (X5 —Xn—1) = limy—0n ' = 0.0r, > ¢ k™! estla série har-
monique qui est connue pour diverger. On peut, par exemple, justifier
ceci par le fait que l'intégrale

®1
J—dx
1 X

diverge elle-méme. Cet exercice illustre donc que le critére |x, —x,—1| <
€ peut étre satisfait méme pour une série divergente.
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5.5 a)

On consideére la fonction g(x) = 27" dans l'intervalle [0, 1]. En pre-

mier lieu, 1/2 < 27 < 1 pour 0 < x < 1, donc g(x) € [0,1]. De
plus, g'(x) = —27*(In2), d’ou

, In2
|g(X)|:27XS11’12<1, 0<x<1.

Par le théoreme 5.1, la fonction g posséede un point fixe unique dans
I'intervalle [0, 1].

Le graphique de la fonction g se trouve a la figure A.2. On constate
que la fonction a effectivement un point fixe unique dans l'intervalle
[0, 1] et que celui-ci se trouve pres de x = 0,6. On peut donc utiliser
cette valeur comme point de départ de 'algorithme du point fixe :

> pointfixe(function(x) 2A(-x), start = 0.6)

$fixed.point
[1] 0.64119

$nb.iter
[1] 15

On remarque que la réponse est indépendante de la valeur de dé-
part:

> pointfixe(function(x) 2A(-x), start
$fixed.point

[1] 0.64119

0)

$nb.iter

[1] 18

> pointfixe(function(x) 2A(-x), start
$fixed.point

[1] 0.64119

1)

$nb.iter

[1] 17

> pointfixe(function(x) 2A(-x), start
$fixed.point

[1] 0.64119

2)

$nb.iter
[1] 18
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1.0

0.6 0.8

a(x)

0.4
|

0.2

0.0

FIG. A.2 - Fonction g(x) = 27* dans [0, 1]

5.6 Les cing fonctions sont les suivantes :

g1(x) =x —x3—4x%+10
10 1z
g2(x) = (7 - 4x)
X

95(x) = S(10 — x3)112

2
10 \'?
xX)=|——
9a(x) <4+x>
(x)_x_x3+4x2—10
950X = 3x?% + 8x

Soit f(x) = x3 + 4x? — 10. On peut réécrire 'équation f(x) = 0 de
différentes facons :
a) x =x— f(x);
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9(x)
25 26 27 28 29 30

5.7

5.8

9(x)
9(x)

25 26 27 28 29 30

25 26 27 28 29 30

25 26 27 28 29 30 25 26 27 28 29 30 25 26 27 28 29 30

X X X

(a) fonction g, (x) (b) fonction g, (x) (c) fonction g3(x)

FIG. A.3 - Fonctions de I'exercice 5.8

b) x® =10 —-4x% = x*> = 10/x —4x = x = (10/x — 4x)'/?;
0 4x*=10—x*= x? = (10— x%)/4 = x = 5(10 — x*)'/?;
d) 4x2+x3=10=>x2=10/(4+x) = x = (10/(4 + x))"/?;
e) x =x— f(x)/f (x).

Les fonctions g; a gs correspondent, dans 1’ordre, au co6té droit de cha-
cune des équations ci-dessus. On remarquera que la fonction gs est celle
préconisée par la méthode de Newton-Raphson — et celle qui converge
le plus rapidement.

La fonction g(x) = 4x% — 14x + 14 est une parabole ayant deux points
fixes. On observe graphiquement que l'un se trouve en x = 2 et que
g(1,5) = g(2). Or, pour toute valeur de départ xy < 1,5 de I’algorithme
du point fixe, on constate que les valeurs de x1, x5, ... se retrouveront
de plus en plus loin sur la branche droite de la parabole. Il en va de
méme pour tout xy > 2.La procédure diverge donc pour de telles valeurs
de départ. En revanche, il est facile de vérifier graphiquement que la
procédure converge pour toute valeur de départ dans l'intervalle [1,5, 2].
Si x¢ = 1,5, on obtient le point fixe x = 2 aprés une seule itération.

En premier lieu, on remarque que les fonctions g, g» et g3 sont dévelop-
pées a partir de ’équation x> = 21 pour calculer /21 par la méthode
du point fixe. La figure A.3 présente ces trois fonctions. On a
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59

5.10

5.11

() = 20— 2
g1 = 5 T X3
x) =2 - 2
gZ - 3 x3
, 2x° — 84x3 + 21x% + 441
g3(x) =1-

(x? —21)2

Considérons I'intervalle [2,5, 3] autour du point fixe. On a que |g5(x)| <
|g1(x)| pour tout x dans cet intervalle, donc la procédure du point fixe
converge plus rapidement pour g» (la fonction de la méthode de Newton-
Raphson). Cela se vérifie aisément sur les graphiques de la figure A.3.
Toujours a I’aide des graphiques, on voit que la procédure diverge avec
la fonction gs.

On considere la fonction g(x) = 2~ dans l'intervalle [%, 1]. En pre-
mier lieu, on a g(x) € [%,I/W] C [%,1] pour x € [%,1]. De plus,
onag(x) = —-2""(n2). Puisque In2 < 1, on a aussi que |g'(x)| =
g(x)(In2) € [%, 1] pour x € [%, 1].

Par le théoréme du point fixe, la fonction g posséde donc un point fixe
unique dans l'intervalle [%, 1]. La valeur de ce point fixe est

> pointfixe(function(x) 2A(-x), start = 2/3)

$fixed.point
[1] 0.64119

$nb.iter
[1] 14

La condition |g'(x)| < k < 1 du théoréme 5.1 assure 'unicité d’'un
point fixe. Cette condition est nécessaire pour que la fonction g(x) ne
puisse repasser au-dessus de la droite y = x apres I'avoir déja croisée
une premiére fois pour créer un point fixe. Or, il est seulement néces-
saire de limiter la croissance de la fonction — soit les valeurs positives
de sa pente. Peu importe la vitesse de décroissance de la fonction dans
I'intervalle [a, b] (mais toujours sujet a ce que g(x) € [a, b)), la fonc-
tion ne peut croiser la droite y = x qu'une seule fois. La condition
g (x) < k < 1 est donc suffisante pour assurer I'unicité du point fixe
dans [a, b].

La distance entre deux points (xi, 1) et (x2, ¥») de R* est

d= \/(Xl —x2)% + (1 — >2)2.
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5.12

Par conséquent, la distance entre le point (x, x2) et le point (1,0) est
une fonction de x

d(x) =\/(x—1)2+(x2—0)2 =vVx*+x2-2x+1.
On cherche la valeur de minimisant d(x) ou, de maniére équivalente,

d?(x). On doit donc résoudre

d
—d?(x) = f(x) =4x3+2x—-2=0
dx

a l'aide de la méthode de Newton-Raphson. Cela requiert également
f(x) =12x% + 2.

Le point sur la courbe y = x? le plus du point (1, 0) est donc la limite
de la suite

_ 4x) | +2xp1 =2
12x2_, +2

Xn = Xn-1 , m=1,2,...,

avec xg une valeur de départ « prés » de la solution. On obtient

> nr(function(x) 4 * xA3 + 2 * x - 2,
+ function(x) 12 * xA2 + 2, start = 0.6)

$root
[1] 0.58975

$nb.iter
[1] 2

On voit a la figure A.4 que la solution, disons le point (x™*, (x* )%), est la
projection du point (1, 0) sur la courbe v = x?; autrement dit, la droite
passant par (x*, (x*)?) et (1,0) est perpendiculaire a la tangente de
y =x%enx = x*.

La fonction devra utiliser la méthode de Newton-Raphson pour trouver
la racine de f(i) = 0, ou

n

fli)=>

t=0

CEF;
(1+ 1)t

et

P & tCR
f) = t;) (1+q)t+1”
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1.0

0.8
|

x"2
0.6

0.4

0.2
|

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIG. A.4 - Point de v = x? le plus prés du point (1, 0)

La fonction tri de la figure A.5 calcule le taux de rendement interne
d’un vecteur de flux financiers en utilisant la fonction de Newton-Raphson
nr.

5.13 a) On veut estimer par la méthode du maximum de vraisemblance le
parametre € d’une loi Gamma(3,1/60), dont la fonction de densité
de probabilité est

La fonction de log-vraisemblance d’un échantillon aléatoire x1, ..., x5
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tri <- function(CF, erreur.max = 1E-6)
{
if (lany(CF < 0))
stop("au moins un flux financier doit étre
négatif")
t <- 0:(length(CF) - 1)
f <- function(i) sum(CF/(1 + i)At)
fp <— function(i) sum((-CF * t)/((1 + i)A(t + 1)))
nr(f, fp, start = 0.05, TOL = erreur.max)$root
}

FIG. A.5 - Fonction R de calcul du taux de rendement interne d’une série de
flux financiers

tiré de cette loi est

L(B) = > Inf(xi;0)

n
= Z (21nxi— % —1n2—31n9)

1 n
=2 Zlnxi ) zxi—nln2 —3nlnao.

i=1 i=1

On cherche le maximum de la fonction 1(0), soit la valeur de 0 tel
que

, 1 & 3n

') = 02 i:1xl 0 = 0.
Résoudre cette équation a I’aide de la méthode de Newton-Raphson
requiert également

' 2 < 3n
l(@)——@i:z‘ixi-l-ﬁ.

La figure A.6 présente une fonction R pour effectuer le calcul a I’aide
de notre fonction de Newton-Raphson nr. On remarquera que la
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emv.gamma <- function(x, erreur.max = 1E-6)
{
n <- length(x)
xsum <— sum(x)
f <- function(theta) xsum/thetaA2 -
(3 * n)/theta
fp <- function(theta) -2 * xsum / thetaA3 +
(3 * n)/thetaA2
nr(f, fp, xsum/n/3, TOL = erreur.max)$root
3

FIG. A.6 - Fonction R d’estimation du parametre d’échelle d'une loi gamma
par le maximum de vraisemblance

somme des valeurs de I’échantillon — qui ne change pas durant la
procédure itérative — est calculée une fois pour toute des le début
de la fonction. De plus, on utilise comme valeur de départ I'estima-
teur des moments de 0, x/3.

b) On a, par exemple,

> X <- rgamma(20, shape = 3, scale = 1000)
> emv.gamma(x)

[1] 1065
5.14 On cherche a résoudre I'équation

ay  1—@Q 407"

aroli = §12) =8
ou, de maniere équivalente,
1—(1+1i)71°
fa) = ( ) 8=0.

12[(1 + )12 —1]

Pour résoudre le probléeme a ’aide de la méthode du point fixe, on peut
considérer la fonction

g1() =i— f(),
mais, comme le graphique de la figure A.7(a) le montre, la procédure
itérative divergera. En posant

1—(1+i9)71

2 =12[(1 +i)''? — 1],
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e [e) fee}

S S - S -

o o o

< < <

o - o - o

o o o

o o o

Q o fomee e S - S

o o o
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.00  0.04  0.08 0.00 004  0.08 0.00  0.04  0.08
(@) fonction g, (x) (b) fonction g, (x) (c) fonction g3(x)

FIG. A.7 - Trois fonctions pour résoudre a%ozz = 8 par la méthode du point

fixe

puis en isolant i du c6té droit de I’équation, on obtient une alternative

97 — (1 + 1’)—10>12 .

g2(1) = ( 96

Cette fonction satisfait les hypothéses pour I’existence et 1'unicité d'un
point fixe, mais sa pente est toutefois pres de 1, donc la convergence
sera lente; voir la figure A.7(b). Enfin, on peut considérer la fonction

g3(i) =i~ A
’ F@
avec
, 1200+ D)+ D11 - A+ ) Tla )Y
S @) = .

144[(1 + )1/12 — 12

On remarquera que cette derniere est la fonction utilisée dans la mé-
thode de Newton-Raphson et sa pente est presque nulle, d’otl une conver-
gence tres rapide; voir la figure A.7(c). On obtient les résultats sui-
vants :

> f <- function(i)

+ 1 - @@+ i)AC-10))/(A2 = ((1 + )A(1/12) - 1)) -
+ 8

> fp <- function(i)

+ (120 * (1 + i)AC-11) = ((1 + i)A(1/12) - 1) -
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(1 - (1 + i)AC-10)) = (1 + i)A(-11/12)) /
(144 = (1 + )A(1/12) - 1)A2)

g3 <- function(i) i - f()/fp(i)

+
+
> g2 <- function(i) ((97 - (1 + i)A(-10))/96)A12 - 1
>
>

pointfixe(g2, start

$fixed.point
[1] 0.047081

$nb.iter
[1] 40

> pointfixe(g3, start

$fixed.point
[1] 0.047081

$nb.iter
[1] 2

0.05)

0.05)

5.15 a) > T <= function(x) xA3 - 2 * xA2 - 5
> uniroot(f, lower = 1, upper = 4)

b) Comme un simple graphique le démontre, il y a deux racines dans
I'intervalle.

>
>
>
>

C)

vV VvV

e) >

5.16 On a

f <- function(x)
curve(f, xlim =
uniroot(f, lower
uniroot(f, lower

f <- function(x)
uniroot(f, lower

f <- function(x)
uniroot(f, lower

f <- function(x)
uniroot(f, lower

XA3 + 3 % xA2 - 1

c(-4, 0))

= -4, upper = -1)
= -1, upper = 0)
X — 2A(-x)

0, upper = 1)

exp(x) + 2A(-x) + 2 * cos(x) - 6
= 1, upper = 2)

exp(x) - xA2 + 3 * x - 2
= 0, upper = 1)
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dpareto <- function(x, alpha, lambda)

(alpha * lambdaAralpha)/(x + lambda)A(alpha + 1)
f <- function(par, x)

-sum(log(dpareto(x, par[1l], par[2])))
optim(c(l, 1000), f, x = x)

vV + V + V

ou, en utilisant I’Astuce Ripley (section 5.12) consistant a estimer le
logarithme des parametres pour éviter les soucis de convergence :

> dpareto <- function(x, logAlpha, loglLambda)

+ {

+ alpha <- exp(logAlpha)

+ lambda <- exp(loglLambda)

+ (alpha * lambdaAalpha)/(x + lambda)A(alpha+1)
+}

> optim(c(log(2), log(1000)), f, x = x)

> exp(optim(c(log(2), 1log(1000)), f, x = x)$par)

Chapitre 6

6.1 On fait le cas de la méthode Simpson seulement, la procédure a suivre
dans les autres cas étant tout a fait similaire

On souhaite développer la formule (6.6) a partir de ’approximation sur
un sous intervalle donnée par ’équation (6.5) pour I'intervalle [xg, x> ].
De maniére plus générale, nous avons

X2(j+1 h
J " P dax ~ SO A (o) Hf (o)) = 0, m=1,

X2j

d’ou

b n—l xpen
J f(x)dx = zj f(x)dx
a i=0

X2j

wls 5

n—1
D L (x2)) + 4f(x2541) + f(x2(j+1)]
j=0
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n—1
[f(xo) + Z Sf(x2)) + 4 Z Sf(x2541)
j=0

Z S (x2i+1)) + f( in)}

[f(a) +2 Z fx2,) + 4 Z fx2j41) + f( b)]

Jj=0

puisque, par définition, f(xy) = f(a) et f(x2,) = f(b).

6.2 Puisque n = 1, on peut utiliser directement les formules (6.1), (6.3), (6.5)
et (6.7).

a) Point milieu :

1
J x*dx =~ 2(0,25)(0,75)* = 0,158203
0,5

Trapeéze :

1 0,5
J x*dx = ?[(0,5)4 +1] =0,265625
0,5

Simpson :

1 0,25
J x*dx = - [(0,5)* +4(0,75)* + 1] = 0,194010
0,5

Simpson 3/8 :

1
Josx‘* dx = 3(0’85/5’))[(0,5)4 +3(2/3)* +3(5/6)* + 1] = 0,193866

b) Point milieu :

0,5 2
Jo rdx ~ 2(0,25)(—2/3,75) = —0,266667

Trapeze :

0,5
J idx ~ 025[(—2/4) +(=2/3,5)] = —0.267857
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Simpson :

0,5
J 2 dx = 0’25[(—2/4)+4(—2/3,75)+(—2/3,5)]

o x—4 3

= —0,267064

Simpson 3/8 :

0,5
J 2 adx = 3(0,5/3) [(—2/4) +3(—12/23) +3(12/22) + (—2/3,5)]
o x—4 8

—0,267063

¢) Point milieu :

Q

1,5
J x’Inxdx ~ 2(0,25)(1,75)°In1,75 = 0,174331
1

Trapeéze :

U

15 0,5
J x’Inx dx 2 [0+ (1,5)°In1,5] = 0,228074
1

Simpson :

U

J x“Inxdx 3 [0+4(1,25)°In1,25 + (1,5)°In1,5]
1

=0,192245
Simpson 3/8 :
1,5
L x’Inxdx ~ 3(0’85/3)[0 +(7/6)%1In(7/6) + (4/3)%In(4/3)

+(1,5)%In1,5] = 0,192253

d) Point milieu :

/4
J e3Xsin2x dx ~ 2(1/8)e*™ 8 sin(1r/4) = 1,803915
0

Trapéze :

m/4 /4
J e sin2x dx ~ ?[o + &34 gin(1r/2)] = 4,143260
0
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Simpson :
i /8 3m/8 3rm/4
J e3Xsin2x dx ~ T[O + 4238 sin(1r/4) + 3™ 4 sin(1r/2)]
0
= 2,583696
Simpson 3/8 :
/4 3(1r/12) 12
J e3Xsin2x dx = T[O + 332 gin(11/6)
0
+ 3235 sin(1r/3) + 3™ 4 sin(1r/2)]
= 2,585789

6.3 Avec la méthode du trapézeetn = 1,ona h = 2 — 0 = 2 et 'approxi-
mation de I'intégrale est

S0) + f(2) =4.
Avec la méthode de Simpson, h = (2 — 0)/2 = 1 et 'approximation est
1
§[f(0) +4f(1) + f(2)] = 2.

En remplacant la premiére équation dans la seconde et en résolvant, on
trouve facilement f(1) = 1/2.
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