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Résumé

Le but de cet article est de démontrer que 'indice de Malmquist agrégé satisfait la pro-
priété de multi-décomposabilité. Cette derniére permet de combiner la décomposition
par firme et la décomposition par attribut qui est caractérisée par le progrés technique

et la variation d’efficacité.
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1 Introduction

Introduit par Caves et alli (1982), 'indice de productivité de Malmquist, basé sur la
fonction de distance de Shephard (1970), est utilisé dans de nombreux domaines'. Fire et
alli (1994) ont décomposé cet indicateur en deux éléments : le changement d’efficacité et le
progrés technique (changement technique). Récemment, Fare et Zelenyuk (2003) ont intro-
duit des conditions nécessaires et suffisantes afin d’agréger les fonctions distance. Zelenyuk
(2004) proposa ensuite une version agrégée de l'indice de productivité de Malmquist pour

un groupe de firmes.

Traditionnellement, la décomposition des indices de productivité permet de mesurer la
contribution de chaque attribut (changement d’efficacité et changement technique) a la me-
sure de productivité totale. Mussard et Peypoch (2005) ont introduit la technique de multi-
décomposition de la productivité, autrement dit, la décomposition simultanée par attribut
et par firme, permettant la mesure des couples ”attribut/firme” qui procure lindice de
productivité total. Dans cet article, nous proposons la multi-décomposition de l'indice de

productivité agrégé de Malmquist.

2 L’indice de productivité agrégé de Malmquist

La technologie de production décrit comment les inputs x = (x1,...,2,) € R} peuvent
étre transformés en outputs y = (yi,...,y,) € RE. Supposons que la technologie, relative a

la période t, soit caractérisée par I'ensemble des outputs suivant :

P(z) = {y :y € RE est productible & partir de x € Ri} (1)

Lef. par exemple 'application de Fére et alli (1989) .



Tout au long de notre exposé, nous supposons que la technologie satisfait les axiomes usuels
de la théorie de production? et nous utilisons la fonction distance orientée en output de

Shephard (1970) D, : R x R — R% U {oo} définie par :

Dy(x,y) = inf {0 : % € Pt(x)} . (2)

D’aprés Fére et Zelenyuk (2003) et Zelenyuk (2004), 'indice de productivité agrégé de

Malmquist (AM), pour un groupe de firmes k = 1,..., K est :

X B % - 1/2
AM — >kt Df(ﬂffﬂayfﬂ) 1'Sf+1 D ket Df+1(37f+1ayf+1) 1'Stk+1 (3)
= K - ' K ~ ,
> e Dy (o, yf) ~1.SE > ke Do (g, y)~1.SY
ou SF = & i et o p = (p1,...,pp) € RP représente les prix des outputs que nous

- k
pzk:1 yzl;:7

supposons identiques pour chaque firme.

3 La Multi-Décomposition

Auvray et Trannoy (1992), Chantreuil et Trannoy (1999) et Shorrocks (1999) ont intro-
duit une nouvelle approche permettant de décomposer les mesures d’inégalité et de pauvreté
par la valeur de Shapley (1953). En effet, lorsque ces mesures sont représentées par plu-
sieurs variables, la décomposition par la valeur Shapley permet d’estimer la contribution de
toutes ces variables. La procédure de Shapley consiste a mesurer une statistique, par exemple
AM(.), en considérant qu'une ou plusieurs variables qui la représente ont été éliminées. La
différence entre la mesure globale AM(.) et la mesure AM/(.) lorsqu’une de ses variables k
la caractérisant a été éliminée, nous procure un impact marginal associé a la variable k. On
peut ensuite mesurer d’autres impacts marginaux relatifs a & en considérant que AM (.) est
dés lors mesurée par un ensemble tronqué de variables auquel on va retirer k. Par différence,
on obtient alors un nouvel impact marginal associé a k. En faisant la moyenne arithmétique

de ces impacts, on obtient la contribution (absolue) de la variable k & la mesure AM(.).

2cf. Fire et alli (1985) et Fire et Primont (1995) pour davantage de détails.



Soit un groupe G de K firmes : G = {1,...,k,..., K}. Considérons que cet ensemble
obéit au processus d’élimination de Shapley. Lorsqu’'une ou plusieurs firmes sont éliminées,
I’ensemble G donne I’ensemble tronqué G, ou g est le nombre de firmes restant aprés le pro-
cessus d’élimination. Soit F'(G) la fonction définie par F' : {G|G € G} — R, qui procure

la valeur de I'indice de productivité AM(.) lorsqu'une ou plusieurs firmes sont éliminées®, et

ot F({0}) = 0.

Supposons une seconde partition que nous nommons la partition des attributs A avec
M éléments : A ={1,...,m,..., M}, ou A est 'ensemble des attributs lorsque le processus
d’élimination des attributs est envisagé, et ot a est le cardinal de A (c’est-a-dire le nombre
d’attributs restants). Soit ¥ (A) la fonction définie par ¢ : {A]A C A} — R donnant la
valeur de valeur de l'indice de productivité AM(.) lorsqu’un ou plusieurs attributs ont été

éliminés?, et on ¥ ({0}) = 0.

La premiére phase de la multi-décomposition consiste & mesurer la contribution des k&
firmes (C*) a l'indice de productivité total AM(.). D’aprés 'algorithme de Shapley, cette
contribution peut s’écrire de la maniére suivante :

CH(G, A; F) Z )!g!AkF(Q), (4)

ApF(G) = F(GU{k}) = F(9), ()

est un quelconque impact marginal de k lorsque ce dernier a été éliminé. Est-il possible de
définir la forme fonctionnelle F(G)? Si la réponse est positive, il serait alors possible de
mesurer la contribution d’une firme au montant global de la productivité. Rappelons-nous

que F(G) représente l'indice AM(.). Récrivons-le en faisant apparaitre les K firmes et en

posant G = G\{k}. Alors®

3Si aucune n’est éliminée, alors F' donne la mesure AM(.).
4Si aucun attribut n’est éliminé, ¢ procure la valeur globale de AM(.).
SPar la suite, nous adoptons les notations suivantes : Df (2F) = DF(aF, yF)~1.SF.



N 1/2
AM = F(GU {k}) = Zk 1 Di(= t+1> Zk 1 t+l(zt+1) : (6)

i1 DEE) iy Dha (=)

ot DE(.) est la fonction distance en output de la firme k. Cette expression, la somme des

distances, permet de supprimer une ou plusieurs firmes conformément au processus de Sha-
pley®. Etant donné que § est le nombre de firmes restant aprés la processus d’élimination,
nous avons :

1/2

9 DF(E) Df+1(zt+1) VG CG. (7)

I DEE) 2oy D (aF)

Par conséquent, 'indice de productivité est décomposable par firme, permettant la mesure
des contributions de chaque firme au montant global de AM(.) :

AM = C*G, A; F). (8)

k=1

Dans une seconde phase, nous pourrions mesurer la contribution de chaque attribut au
montant global de la productivité. Cependant, afin de lier la décomposition par groupe
et la décomposition par attribut, nous mesurons la contribution de chaque attribut aux
contributions de chacune des k firmes : C* (G, A; F';9). Ceci correspond a une décomposition

de Shapley en multi-niveaux, c’est-a-dire, la décomposition de Owen (1977) :

Cr(G,A; F;op) = Z Z ot Aptp(A), (9)

a=0 ACA\{m}

Amtp(A) = P(AU{m}) — ¥ (A), (10)

est un quelconque impact marginal de 'attribut m tel que :

SEn prenant la distance de la somme, la démonstration est aussi valable.



M
CHG,A F) =) Ch(G,A; F;p), (11)

et

AM =Y " Ch(G, A Fi). (12)

Récrivons 'indice agrégé de Malmquist de la maniére suivante :

1/2
AM — Zk 1 t+1(zt+1) Zk 1Dk< ) ZkKle('Zfﬂ)

Zk:l Df(zt) Zk 1Df+1( ) Zk 1Df+1<zt+1)

(13)

Le premier terme représente le changement d’efficacité (FEC') et le second le changement

technique (7°C).

Comme M = 2, il est possible de récrire ’ensemble A avec les deux attributs : A =

{ec,tc}. La contribution du changement d’efficacité de la firme k est donc :
Cee(G, A Fip) = %W(A U{ec}) = ¢(A) +¢({ect) — v ({0})] (14)
ou bien, dans une forme réduite :
CA(@, s F1) = 5luec, te) = w(te) + w(ed). (15)
La contribution du progrés technique a la contribution de la firme &

Cie(G, A Fiy ) = S[(AU {te}) — o (A) + ¢({te}) — ({0})] (16)

DN | —

est définie par :
CL (G, A i) = Llilee, te) — hlec) + (1)) (7)

En ajouant (15) et (17), nous obtenons v (ec,tc). La détermination de v (ec,tc) est évi-

dente puisqu’aucun attribut a été éliminé. En effet, rappelons-nous que ¢ (.A) représente la
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contribution de la firme k& & AM(.), c’est-a-dire C¥, lorsqu'un ou plusieurs attributs ont été
éliminés. Si aucun n’est éliminé, alors 1(A) = ¢ (ec, tc) = C*. Le probléme concerne donc la
détermination des formes fonctionnelles 1)(ec) et 1(tc). En effet, est-il possible de concevoir

¥(.) lorsque le changement technique ou le changement d’efficacité est éliminé ?

Caractérisation de 1 (tc). Si la contribution de la k-iéme firme C* dépend seulement de tc,
I’attribut caractérisant le changement d’efficacité est neutre. Par ailleurs, étant donné que
(tc) est une forme particuliére de C*, qui dépend lui-méme de F(G), alors 1 (tc) peut étre
représentée par une forme fonctionnelle si la contribution de la firme k sans changement
d’efficacité posséde une forme fonctionnelle. En effet, F'(G) peut étre écrite avec changement
d’efficacité et changement technique : FI(G) = EC.TC, o

§

EC — Df—kl(zf-‘rl)’ (18)
g Dk(zt )

et

1/2

L DE() 2 D)

Dfﬂ( ) Df+1(zt+1) 19)

Comment pouvons-nous mesurer F(G) si certains attributs ont été éliminés? Lorsque ec
est supprimé, il peut étre considéré comme neutre. On peut donc raisonnablement supposer

que £C' =1

K
EC=1= ZDf(Zt ZDt—i-l 1), (20)

k=1

nous obtenons alors :

K ois b 1/2
Zk:1 Dy (Zt—l—l)] . (21)

F(G) = e
©) [Zk—l Dfﬂ(zf)



Par conséquent, lorsque le changement d’efficacité a été supprimé, la contribution de la

firme k & 'indice AM(.) s’écrit :

K —1-g)g!
CH(G. A\ {ec}: F) = KL 2909 N ), (22)
9=0 GCG\{k} '
ou
_ Dh(2 Dl(2F 1/2 _ Dk(z 1/2
AkF<g) _ |: k<zt+1) + ( t+1)‘| . |i k( t+1):| ) (23>
_1 Dt (2F) + D (2F) _1 DEa (2F)
On obtient donc la forme fonctionnelle de ¥ (tc) :
K—1 - g 1/2
i)=Y (K - 1—g>!g![ bt Di(210) + DIz fm]
3=0 GCG\{k} K! Dfﬂ( £) + Di(2F)
K- e 1/2
oy BE-1-g) { _ DEGE >} 1)
| k ’
§=0 g_G\{k} K Dt+1( )

Il s’agit de la contribution de la k-iéme firme au montant de la productivité lorsque le

changement d’efficacité a été éliminé.

Caractérisation de 1 (ec). Si la contribution de la k-iéme firme C* dépend seulement de ec,
I’attribut caractérisant le progrés technique est neutre. Nous pouvons donc supposer que
TC =1":

1/2
: (25)

TC =1 = [ _ Di(er) re1 D (2F0) ]

g Dfﬂ(zf) Z:I Df+1(zz{€+1)
ce qui engendre différentes possibilités. D'une part :

g g
pr Z t+1 Zt—‘,—l Z t+1 Zt Z Zt+1 (26)
k=1 —

Qi
Qi



Ceci implique que F(G) = 1. Or TC = 1 implique a son tour EC = 1. Ce résultat n’est pas
intéressant dans la mesure ot il ne caractérise en aucun cas un changement d’efficacité ou
de productivité entre les périodes t et ¢ + 1.
D’autre part :

g g

g
Z Z t+1 (=) and Zpk zt+1 Z t+1 Zt+1 (27)

k=1 =1 k=1 =1

Quatre formes fonctionnelles équivalentes peuvent alors étre mises en évidence pour repré-

senter F'(G) :

Df—l—l (Zt—i—l) Zk 1 t+1(Zt+1) _ g Dk(sz) _ i?l Df(zfﬂ) (28)
k=1 Df(% ) Df-;—l( ) Df—f—l( ) i:1 ,Df(zf)

Finalement, si toutes les distances sont égales, nous obtenons toutes les combinaisons qui
donnent ¢ (ec,tc) = 1; en d’autres termes, la contribution de la k-iéme firme a l'indice de

productivité AM (.) est égale a 1. En considérant que
21 D (=) (29)

F(G) = _mz) ,

la contribution de la k-iéme firme & AM (.) lorsque le progrés technique est éliminé est alors :

e -y 3 | W) (30)

=0 GCG\{k}
ou
ALF(G) = [ Z:l Pfﬂ(zfﬂ) + Df+1(zf+1):| _ { i:} Df+1<ztk+1):| . (31)
k=1 DE(2f) + D (2F) i1 DE(27)



Par conséquent, la forme fonctionnelle de 1 (ec) est obtenue :

-1

(K —1-g)lg!

Df+1(zt+1) t+1(zt+1)}
Dk(zt )+ Dk(zt )

K!
9=0 GCG\{k}

il s’agit de la contribution de la k-iéme firme & l'indice de productivité lorsque le progrés

technique est éliminé.

En définitive, ¢ (ec, tc), 1(ec) et 1 (tc) sont déterminées. Il est donc possible de décomposer
I'indice de productivité agrégé de Malmquist a la fois par firme et par attribut. Le tableau

de contingence ci-dessous résume les différentes contributions qu’il est possible d’obtenir en

{Zk | t+1(Zt+1):|7

k:l Df(%)

utilisant la valeur Shapley comme outil de décomposition.

Attributs —

Variation d’efficacité Progres technique | Total
Firmes |

Firme 1 cl CL ()%
Firme 2 C?, C? ()%
Firme K — 1 cE-1 CE-1 ()%
Firme K CcK ck ()%
Total ()% ()% 100%

TAB. 1 — Structure de la décomposition par firme et par attribut
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4 Conclusion

Nous mettons au jour la loi bidimensionnelle de décomposition, ou multi-décomposition,
de I'indice de Malmquist agrégé en combinant la décomposition par firme et la décomposition
par attribut.

Le croisement des différentes contributions donne des indications sur les déterminants
de lindice. On peut donc déterminer avec exactitude la part de responsabilité imputable
conjointement aux changements (efficacité ou progrés technique) et au rdle tenu par chaque

firme.
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