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Erreurs sur 1'estimation des variates hydrologiques
dans Te cas de la Toi Pearson III.

En appliquant certains résultats de la théorie statistique, on détermine
1'erreur commise dans 1'estimation de certaines variates (moments, coef-
ficients de variation et d'assymétrie, événement de période de retour
donnée) dans le cas de la loi Pearson III et Log Pearson III. On démontre
également que la moyenne d'un &chantillon d'une population qui suit une
loi gamma est distribuée selon cette méme loi.
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ABSTRACT

Errors in the estimation of hydrologic variates
in the case of Pearson III law.

By the application of some results of statistical theory, we can determi-
ne the errors in the estimation of certains variates (moments, coeffici-
ent of variation, coefficient of skewness, event of given return period)
in the case of Pearson III and Log Pearson III laws. In addition, we show
that the mean of a sample from a gamma population is distributed follo-
wing this Taw.

Key-words: hydrologic data, statistical models, data collection, Pearson
III distribution.
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A1-1 INTRODUCTION

. La loi de Pearson ITI est utilisée de plus en plus

couramment pour rendre compte de phénoménes hydrologiques. Son

utilisation peut se faire sous différentes formes:

- 1oi avec ou sans paramdtre d'origine (loi gamma )

- loi log Pearson

De maniére pratique, lorsque 1'on considére un é&chan-
tillon de taille donnée tiré d'une population qui suit une loi Pear-
son III, i1 est intéressant de connaitre les erreurs-types commises

lors de 1'estimation de différents moments.

C'est pourquoi, aprés avoir rappelé les principaux
résultats de statistique que nous utiliserons, nous les applique-

-

rons 3 la loi Pearson IIT.

A1-2 RAPPELS DE RESULTATS STATISTIQUES

Considérons un &chantillon comprenant N é1éments

xj‘(j= 1, ..,N) supposés indépendants, tirés d'une population dont:

'~ le moment non centré d'ordre - Tr est u
, r

- le moment centré par rapport 3@ la moyenne

d'ordre r  est Hpe
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A1-2.1

soient:

m'y. le moment non centré d'ordre r de 1'échantillon
My 1e moment centré d'ordre r par rapport a la
moyenné.
on a
j=N :
m' = 4 Z X" (M
r - N . J
J.-:]
N
_L Z N4 '
m.o= N - (xj m]) (2)

-

Ces moments sont des estimations (déterminées a partir
des valeurs de 1'échantillon) des moments de 1la population; Teur valeur
est fonction de 1'échantillon tiré, ces moments peuvent donc &tre considé-

rés comme des variables aléatoires.

Donnons les résultats concernant les distributions de

m et m'r &tablis par Kendall (1969).

DISTRIBUTION DES MOMENTS NON CENTRES (nﬂr )

m'. est distribué avec:

une moyenne E(mp) = wp (3)
une variance ' Var(m;) :i% [&ér - u‘E] (4) -
Al1-2



A1-2.2

q ' ] __1__ - 1 ]
une covariance Cov(mr,mq) = {qu Mg “r‘] (5)

DISTRIBUTION DES MOMENTS CENTRES ( m.

Le moment centré par rapport & la moyenne, m. s

est distribué avec:
une moyenne E(mr) LT (6)
une variance Var(m ) .u-]-‘ u —p2+r2u uz -2ry., qH

r N 2r r 2 r-1 r=1"r+l (7)

on peut &galement montrer que la covariance de 2 moments centrés

est:

1
Cov (mr’mq) N [“r{-q'“rrquq “2“r-1”q-1'mr-—1“q+1'q“rﬂuq-]} (e)

Dans le cas des moments centrés, ces formules sont
des approximations & 1'ordre 1/ VN, c'est & dire que les termes en
iN,',l\l'g/z , ... etc... du développement de m. suivant les puissan-

ces de r sont négligés.
I1 est également possible d'é&tablir au méme ordre-

d'approximation des relations donnant la covariance entre un moment

centré et un moment non centré, la plus utilisée est:

Al1-3



A1-2.3

DISTRIBUTION D'UNE FONCTION DE VARIABLES ALEATOIRES

Soit: g(y1, -Yj» -—yk) une fonction des variables aléatoires
¥; (i=1, ...,k) telles que:
E(y;) = 8,

Si 1'on désigne par:

6 1le point de coordonnées (e], PRPLPE ...,ek)

.y le point de coordonnées (y], ceesYss ...,yk)
g(y) est distribué avec:
une moyenne E [Q(YA ~ g(6) - (10)
une variance
k
| 2
var fa0] = ) [[ﬂ“ e] *varyio (11)
i=m] 1 )

Al-4




¥
[\/]x

Xk: ay y=6 [g(—y—)] 3:6 COV(yi,yj)
e 1 - J

:l

_‘—l
+ L

De méme la covariance de 2 fonctions de variables aléatoires

aly) et h(y) est:

k

Cov [g()'), h(Y)]_ = Z [%—%y—)] yep * [g};—fﬂ] yeo VAT X

jul (12)

[ ] Y= [g_%y_)} yeo * SO eoYy)

l\/]x'

k
)
=1
j*

j=1

-te  Cte

A1-2.4 DETERMINATION DES MOMENTS D'UNE LOI A
PARTIR DE LA FONCTION CARACTERISTIQUE DE LA

DISTRIBUTION
~ Soit une distribution définie pour un domaine

‘donné de X par la densité de probabilité f(x)

La fonction caractéristique de cette distribution est:

[~ 'tx )
t) = *7 e T og(x) dx
o (1) [ ( (13)

Les moments non centrés de Ta distribution peuvent se
déduire du développement limité de ¢(t) suivant les puissances '
de t: : -
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3 r
t '
ot = YL (14)
' r e T oa
(it)"
u; apparait donc comme le coefficient de v du
r.

développement

Les moments centrés par rapport a la moyenne (“r)
sont d'autre part 1iés aux moments non centrés ( u; ) par

la relation:

J=r

T zz; Ci (“'r-j) (-u;)J _ (15)
j=

11 est donc possible, connaissant 1a fonction carac-

téristique, d'en déduire rapidement 1'ensemble des moments u. et

IJY,-

Deux autres résultats importants de la fonction ca-

ractéristique peuvent &tre signalés.

N
- Si z= Z] Y3 est 1a somme de N variables
1ndépenda;les yj de fonctions caractéristiques respec-
tives ¢j(t) , la fonction caractéristique de z
est le produit des ¢j(t) . Cetté propriété résulte

directement de la structure de la fonction caractéristique.

A1-6



¢Z(t) = ¢](t)* cee * ¢j(t)* cee ¢N(t) (16}

- Si on considére la variable u=z/p , 1a fonction
caractéristique de u est :
¢u(t) = ¢Z(t/P) (17)

A1-3 APPLICATIONS A LA LOI GAMMA

La Toi gamma est 1a loj Pearson ITI sans paramétre

d'origine (ou avec paramétre d'origine nul).

A1-3.1 DETERMINATION DES MOMENTS DE LA LOI GAMMA

La fonction densité de la loi gamma est:

A a>0
f(x) =2 e oX xA'1 avec " A>o (18)
r(x) X30

A1 -7




D'aprés (13) la fonction caractéristique est:

20 A . ]
o C -1 x(it - a)
¢ (t) = L F()\) X e dx
(19)
B . Tm Lot ) = g
¢ (8= ) (e-it)? = ([ -
ho )
Le développement de #(t) suivant les puissahces de t donne:
it r (O*1) ... (er-1) 11T r
¢ (t) =].+A[E% t ...t r » [a] o

en identifiant avec la relation (14) on en déduit Tes moments non

centrés

a A(A+1) ar (wr-1) | | (?0)

-

Les moments centrés par rapport 3 la moyenne sont alors déterminés

par la relation (15).

Le tableau 1 récapitule les résultats pour les

moments jusqu'a 1'ordre 4.
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TABLEAU 1

Ordre r. Moments non centrés ( u; ) . Moments centrés /
moyenne ( M. )
1 A /o )
2 A(a+1) /a2 A /a2
3 Aa+1) (A#2) / o8 2x / o3
4 Al A+1) (+2) (A+3) / ot 3x (M2) / o;L’

On peut définir pour cette loi:

<

- le coefficient de variation C = 2

1
v us BRVY (21)

u3v. .
CS -

-\/£'§='§777 (22)
2

M43 (a2) (23)
X

- le coefficient d'asymétrie

- le coefficient d'applatissement Cp =
‘ 2
M2

Certains auteurs (en vue d'une comparaison avec

1z 1oi normale) utilisent comme coefficient d'applatissement (Ck—3)



Ces coefficients sont liés par les relations:

' CS - 2 CV ; ’ (24)
2

¢, = 3 {9§-+1] (25)
| 2

C, = 3 [2 C%-Fﬂ (26)

Ces résultats peuvent se généraliser dans le cas

oll le paramétre d'origine n'est pas nul (loi Pearson III).

Lorsque le paramdtre d'origine n'est pas nul, la fonc-

tion de distribution est:

A a > o

o -a{x-m) A-1 :
g(x) = TV (x-m) A > o
X M

Pour cette loi on peut montrer que:

-

Les moments centrés par rapport & la moyenne s'expriment comme

dans le tableau 1, en effet:

W= m %%;3 e -a(x-m) (x-m)*"1 (x-m—%)? dx

A1-10




A1-3.2

Sionpose u= x-m

<+
) f % o ~Ou uA-l (u ‘-%)r du
e ® o)y TV

On retrouve donc la définition du moment centre d'ordre r de

la loi gamma. Donc les coefficients Cs, Ck qui font intervenir

des moments centrés, s'exprimeront de la méme manidre, tandis

que CV qui est 1ié a ui s'exprimera différemment et le paramétre

d'origine m interviendra.
En particulier la relation (25) reste vraie.

DISTRIBUTION DE LA MOYENNE D'UN

ECHANTILLON LORSQUE LA POPULATION MERE

SUIT UNE LOI GAMMA

Soient Xys - Xj’ f Xy les N é&léments indépendants

de 1'échantillon tiré d'une population qui suit une loi gamma.

La fonction caractéristique de X5 est d'aprés

1a relation (19)

¢j(t) -

- L
: A
e

i
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En uti]isanﬁ la relation (16), la fonction

caractéristique de z = Z Xj sera:
{ 1

¢,(t) = ¢7(t) * 45(t) Lo * oy (t)

donc:
'l .
o (t) = ———
6]
La fonction caractéristique de m; = z/N moyen-

ne de N valeurs de 1'échantillon est d'aprés (17)

by (E) = ¢y (E/N) = .

K [] . Noz]

Ce qui correspond & la fonction de distribution de mi

Nx
. Na ) -Nax Na~-1
f(m) = 3 Ny © X

lri'

ou encore en posant a = Na

AL = N
|)\|
o - At=1
o X
f (m]') = I'(}\I) e X

A1-12



On en déduit donc que la moyenne mi des
gléments d'un &chantillon, tirés d'une population qui suit

une loi gamma, suit aussi une loi gamma dont:

0

- Ta moyenne est: M2 (= moyenne de Ta population
t
[¢ ]
mére)
A 1 A 1
- la variance est: — =— — (« — variance de 1la
12 2
a N o N

population mére)

Ces résultats correspondent aux relations (3) et (4),
avec la propriété supplémentaire que la moyenne est distribuée

suivant une loi gamma.

Si o est 1'écart-type de la population mére (esti-

mé par m, ) 1'erreur-type sur la moyenne de 1'&chantillon est:

A1-3.3 ERREUR-TYPE SUR LA VARIANCE DE L'ECHANTILLON

D'aprds (6) et (7), la variance de 1'échantillon

(m2) est distribuée avec:

A1-13



- une moyenne E(mz) - U

- une variance var (mz) =',]\( [u4 - u;]

var m, = - (Ck - 1) (d'apras 23)

R

var m

Zu%
5 -~ 1+ BCS) (d'aprés 26)

L'erreur-type sur m, peut donc &tre estimée par

2
(€1, - mz\[-N- (1 +32)

A1-3.4 ERREUR-TYPE SUR L'ECART-TYPE DE L 'ECHANTILLON

L'6cart-type de 1'Echantillon est v m, en

apph‘qdant (11) on a:

13
L E—
@
[e P
3
=3 ATt
N ~
N
—
[} )

2
var ¢ = var (mi/2) * yarm
2 o 2
' 2 = ¥2
2 -
Pp=H
Celf2y . L1872
var (m2 ) = AN [“2 |
112 d4
var ¢ = ¢ (Ck -1) | | (d'aprés 23)
. 2 2 '
var o = 3 (1 + 3CV) (d'apras 26)




‘ L'erreur-type sur 1'Ecart-type de: 1'échantil-

lon o peut donc &tre estimée par:
(ET) = — \1+3¢C
MEFT

A1-3.5 ERREUR-TYPE SUR LE COEFFICIENT DE VARIATION

DE L'ECHANTILLON

Soit Cv le coefficient de variation de 1'échantillon

En utilisant la relation (11):

. 1
- kel
var ( v 2\/?% i

2\[ﬁé mi] m,

m] =

m] =

12

]
=
—

* +
var m2

A1-15
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Ce qui s'écrit

' 15
var (Cv) = ! - var m, + —gz var m{ - - cov
: (2u7 4f¥5) M S
avec

oL 22

var m, = (u4 p2)
. X2
var my =
M3

cov (mz, m) = T (d'apras 9)

_on obtient:

n

€2 [, - w2 B u
var (Cv),, v { 4 > z _33 -3
N 4u2 SRR R

en app]iquant 3 la loi gamma, d'aprés (21), (22), (23):

C, -1

c2 [
y 1Kk 2 _
+ CV CS Cv]

Var (CV) = T\i— 2

en utilisant (24) et (26) on peut exprimer cette relation

en fonction de Cv:

2
Lol 2
var (Cv) = N (1 + Cv)

A1-16



L'erreur-type sur le coefficient de variation peut donc

8tre estimée par:

B C 4
(E.T), = —= 1f1 2
Y v

A1-3.6 COMPARAISON ENTRE LES ERREURS-TYPES

RELATIVES SUR C, ET o

Le rapport des erreurs-types relatives de CV et ¢

(E.T) C 5
Cv/v _ —\/1+CV

! 2

(F.T)o / o 1+ 3 Cv

est

~

Dans le cas de la loi gamma ce rapport est inférieur 3 1'uniteé,
cela s'explique par 1'existence d'une corrélation entre o

et mi , en effet

co [¥75. ]

! '\/Qartyfﬁz] * var-(mi)
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or.

cov (Vm,,m!) = [ 1 } cov (m,,m3) (d'apras 12)
: 2°1 2\/55 , 2’1

=Ho

.

; : u
en tenant compte de (9): cov (m,,m;) = ]fl

donc: ,
"3
cov (W/mz,mi) 2 ——
: 2NV Mo
De plus:
2
L. M
vary/m, = N .
u
- -2
var m, = N
Donc en remplagant:
u
3
R p =
O',m-l

En appliquant ce résultat @ la loi gamma et en remplagant en

fonction de Cv'on a:

' = C-\/_Z___.
a5y v 1+3¢2

Y

A1-18



En raison de cette corrélation entre o et mi , 1es erreurs
d'échantillonnage se compenseront dans le rapport CV- f%{ ’

dont 1'erreur-type relative sur Cv sera inférieure a celle

L]

commise sur o .

A1-3.7 ERREUR-TYPE SUR LE COEFFICIENT D'ASYMETRIE

La valeur estimée du coefficient d'asymétrie est:

m
C, = 32/3
my

On peut calculer la variance de CS en utilisant
1a relation (11)

9 U:zg 311

L] 3 . 3
var (CS) == var m, +-Z- - var m, " cov (mz,m3) ,
Uz U2 : U2
or:
. -2 3 _
var (mg) =y {ug - u3 *+9u3 6“2“4] (d'aprés 7)

en remplagant il vient:

1 b3 9 ¥3 3u3
var (C.) = — [(Hs-u3+9u2-5u2u4) t = = (g=wy) - — (u5-4u3u2)J
v Nu 4 u o »
2 : 2
Les moments  u,. de 1a population sont inconnus
et sont estimés par M, . Cette formule doit &tre utilisée

prudemment en raison des différentes approximations qui ont été

A1-19



faites pour 1'établir et de 1'ordre glevé des moments qui

interviennent.

. Matalas et Benson (1968) conscellent d'utiliser

ce résultat pour N > 100 et lorsque CS n‘est pas trop éleveé.

Dans le cas contraire il vaut mieux utiliser le

résultat établi par Fisher (1931) pour Ta Toi normale:

~ 6N (N-1) )
var C. = = (E.T.)C

(N-2) (N+1) (Ne3) S

Cette formule permet de déterminer si Cs est signi-
ficativement différent de zé&ro avec un niveau de confiance donné

(puisque pour la loi normale CS= 0).

Lorsque CS n'est pas significativement différent de

zéro, la formule précédente donne un ordre de grandeur de 1'erreur-

type sur CS.

A1-3.8 ERREUR-TYPE SUR L'ESTIMATION D'UN EVENEMENT

AYANT UNE PERIODE DE RETOUR DONNEE

Nous voulons déterminer 1'erreur-type d'un événement

X~ ayant une période de retour de T années, & partir d'un échantillon

T
de taille N, tiré d'une population qui suit la distribution Pearson TII.

A1-20



XT peut &tre décomposé suivant 1'équation de VEN TE CHOW

¥ .

-
%

ui et ué gtant les moments de la population sont éstimés par

mi et mé , donc:

XT = mi + KWJmZ

Le facteur de fréquence K est fonction du type de
loi utilisé et de 1a période de retour T de 1'événement. Pour
la Toi Pearson ITI, Harter (1969) montre que K est parfaitement

définri par la connaissance de T et du coefficient d'asyméfrie (Cs)

Pour la loi gamma (Pearson IIL sans paramétre d'ori-
gine) T et C sont suffisant pour déterminer K puisque Cs= 2 CV.
mi et mé sont des variables aléatoires, pour déterminer la
variance de X; on peut donc appliquer la relation (11) a 1'équation

de CHOW d'od:

var Xp = var mj + K2 var[\/ﬁg] + 2K cov Eni,\[ﬁz]




var X 2 K2
7T = — +.E- (CK -1) + 2K CS

Cette fe]ation est vraie pour toute loi. Dans le
cas de la loi Pearson IITI et de la loi gamma, CS et C, ne
sont pas fonction du paramétre d'origine, puisque les moments cen-
trés pas rapport a la moyenne n'en dépendent pas, donc la relation

(25) est vraie pour ces 2 lois et 1'on a:

U
2 3
var X. = — |2 + K2|=C2 ¢ 1 2
T o [ [4S+]+KCS]
donc:
(E.T.) =——9--\/é + K2 [3uC2 + 1| + 2K C (Loi gamma et
X1 VN [ 5. ] s

Pearson II1 )

g Dans le cas plus particulier de la loi gamma, il est
possible d'exprimer cette relation en fonction de G, (relation 24),

qui en pratique est connu avec une meilleure précision.

(E.T.)X o — -\/£7+ K2 (1 + 3C3 ) + 4K C, (Loi gamma)

T VN

L'écart-type sur une caractéristique XT ayant une
période de retour de T années dépend donc pour la loi Pearson TIT-

(avec ou sans paramétre d'origine):

A1-22



Al-4

- la période de retour T (par 1‘'intermédiaire de K)
- du coefficient d'asymétrie de la distribution (Cs)
- de la taille de 1'é&chantillon (N)

* - de 1'écart-type de la population mére estﬁmé par

celui de 1'échantillon.

Hardison (1969), a calculé (E.T)XT pour la loi
Pearson ITT, mais sa formule fait apparaTtre Py mi qui est
ensuite déterminé par &chantillonnage, or comme nous 1'avons
montré (A1-3.6) Pg s mi peut s'exprimer en fonction des

moments et on arrive alors aux formules déterminées précédemment.

APPLICATIONS A LA LOI LOG PEARSON TIT

(avec ou sans paramdtre d'origine)

Dans certains cas les logarithmes des événements
hydrologiques sont distribués suivant une loi Pearson TIT (avec

ou sans paramdtre d'origine).

Si on désigne par Xj = Log Yj‘ , le logarithme de
1'&vénement hydrologique Yj » les résultats précédents peuvent
dorc s'appliquer, les différents moments et coefficients é&tant

calculéds sur la variable aléatoire X.
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La transformatioﬁ Togarithmique tend en général
a réduire 1'asymétrie 1drsque celle-ci est élevée. Hardison
(1969) utilise une correspondance entre les erreurs sur X,
(E.T.)X, exprimées en unités Jogarithmiques et les erreurs re-

latives sur AY

Etablissons la relation générale donnant cette
correspondance; on suppose que X=log Y suit une distribution

donnée, i1 est alors possible de déterminer (E.T.)X

Y
X =19

I\?<O><><
\.

/Y2 YO Y.|
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on a:

X]§X0+AX X1-1og Y, = log (YofAY])
AX, AY], AY2 >0
' X2=X0'AX X2=1Og YZ = ]Og (YO+AY2)
AY] # AY2 en raison de la non-linéarite

on peut donc écrire en jdentifiant les expressions de X] et X2

AY
Xg * AX = log (YO + AY1) = Tog Y, + log (1+ -—lﬁ
Y
0
AY2
Xg - AX = Tlog (Y0 - AY2) = log Y, + log (1- —;—)
' 0
puisque X0 = log Y0 on a: 4
AYq aY,
AX = log (1+—) et -AX = log (1-—)
; Y0 YO

on suppose que 1'on est en Togarithmes décimaux (ce qui ne nuit

pas 2 la généralité) d'ol:
A

-

AX 1
10 = 1 + =
Yo
- AY
107 . 7 - =&

Si 1'on prend comme valeur moyenne de 1'erreur

relative
AY- = -12— Il-.ﬁ;_l + Ai—z-] il vient:
0 -0 Q
‘% - [(0%% - N - 107%]
'-3—; . [10f - 107%]
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-

Cette relation permet d'associer & un écart AX exprimé

. . . . AY
en unités logarithmiques, une erreur relative v

, 0
(La formule précédente se généralise aisément aux logarithmes

népériens). , *

A1-5 ESTIMATEURS BIAISES ET NON BIAISES

m,. calculé par Ta formule (2) est distribué avec
une moyenne E(mr) = U, , cette relation est une approximation
a 1'ordre jg£= , elle sera d'autant plus proche de Ta réalité que

N
la taille de 1'échantillon est élevée.

Les estimateurs m. des moments M sont donc
biaisés. Pour des événements hydrologiques, la taille de 1'échan-
tillon considéré est assez faible en général, et il vaut mieux aiors

utiliser des estimateurs non biaisés.

- un estimateur non biaisé de Mo est:

ﬁz = (N§Ts m, car E(mz) =y

a»
(1}

De méme

- un estimateur non biaisé de M3 est:

3>

N2
= E(ﬁ]
3 (N_]) (N_Z) m3 car
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- on prend également comme valeur non biaisée du

coefficient d'asymétrie CS

f\“3 N U2 (n-1)1/2 M3

. =
S ﬁlz 312 (N-2) m2 3/ 2

Dans les différentes formules d'erreur-type, lors-
que les échantillons considérés ont une taille réduite (N < 30), on

A
remplacera donc ~ m,, M3, o par ﬁz, M s 5.
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Annexe Al

LISTE DES SYMBOLES “

Coefficient d'applatissement

Coefficient d'asymetrie

Valeur non biaisée du coefficient d'asymetrie
Coefficient de variation

Combinaison de j éléments pris parmi r.
Covariance

Espérance mathématique

Erreur—typel

Densité de la probabilité de la variable
aléatoire

fonction

fonction

Facteur de fréquence

Paramétre d'origine de la distribution
Pearson III

Moment centré par rapport & la moyenne d'ordre
r, tiré de l'échantillon

moment centré d'ordre r, non biaisé
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m' : Moment non centré d'ordre r, tiré de 1l'échantillon

N : Taille de 1l'é&chantillon

r : : Ordre des moments .

T : P8riode de retour

t : Variable de la fonction caractéristique
d'une distribution

var () : variance

X : Evenement de période de retour T

Elément j de l'échantillon

\_f:

Yy : Variable aléatoire

Variable aléatoire

N

a : Param&tre de la distribution PearsonVIII

Ax, Ay : Accroissement sur les variables xmet Y

ei : Moyenne de la variable aléatoire Y-

A _ : Paramétre de la distribution Pearson III

Mo : Moment d'ordre r, centré& par rapbort a la
moyenne tir&e de la population

ué : Moment non centré d'ordre r, tiré de la
population .

o , : Coefficient de corrélation
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:Ecart type
:Valeur non biaisée de l'écart type.

:Fonction caractéristique d'une distri-

bution statistique.
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